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KAPITEL 1

Gruppentheorie

DEFINITION 1.1 (&,): &,, bezeichne die Menge aller Permutationen der Menge
N, ={1,2,... ,n}, d.h. die Menge der bijektiven Abbildungen von N,,. &,, heifit
symmetrische Gruppe.

Bemerkungen:

Um spéiter Verwirrung in der Notation zu vermeiden, schreiben wir 7[i] um das
Bild von ¢ unter der Permutation 7 zu bezeichnen. Gebrauchlich sind auch andere
Schreibweisen: ™, (i) oder mi.

7 € 6,, schreibt man auch als
1 2 3 ... n—1 n
(1] =[2] «[3] ... wn—-1] wn] |-
G, ist Gruppe! Fiir n > 3 ist &,, nicht kommutativ! Es gilt: §&,, = n!

DEFINITION 1.2 (Zykel): m € &, heifit r-Zykel, falls es eine Teilmenge {i1, ... , i}
von r Elementen von {1,... ,n} mit

iy =ty A <v<r), @i, =i, ) =7 V5 & {ir,... .45}

gibt.
2-Zykel heiflen Transposition.

Schreibweise:
s N 1 n
=G =y )

Vereinbarung: id = (1) ist einziger 1-Zykel.

Bemerkung: Fiir Transpositionen 7 gilt: 72 = id bzw. 7 = 7L

HiLrssaTz 1.3: In G, ist jedes Element als Produkt von héchstens n Transposi-
tionen darstellbar. (Konvention: id = leeres Produkt.)

Beweis:

Sei T € &,, vorgegeben und 0.B.d.A. 7w # id.

Dann existiert ¢ € N minimal mit 7[i] > 4, etwa 7[i] = j. Es sei 7;; := (¢, 7)
diejenige Transposition, die ¢ und j vertauscht, bilde 7;;7. Hierfiir gilt: 7;7[k] = k
fir 1 <k <.

Iterierte Anwendung liefert [ < n — 1 Transpositionen 71,... ,7, so daf fir 7 =

TIT|—1 ... ToTym gilt:
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7|k] = Kk fiir 1 < k < n—1. Damit gilt auch 7[n] = n (Permutationen sind surjektiv!),
also ™ = id. Also ist

T = TT=T_1...TIT
T_1T] = T_1TIT = Tj—o...TIT
USw.
TL...T] = .
]
Beispiel:
1 2 3 45 6
7r_<312465> € Ge
B 1 23 45 6
W= 1132465
1 23 456
TBTT = 1 2 3 46 5
1 23 456
T56T28TIT = |\ | 9 3 4 5 6
T = T13723T56 = (173)@,3)(576)
Bemerkung:

Ty = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

als Untergruppe von &;y.
HiLrssATZ 1.4 (Rechenregeln fiir Zykel): (1) Zykel entsprechen Bahnen unter
der Operation
S, x{1,... ,n} = {1,... ,n} : #xv— 7,

d.h. 7 besitzt genau eine mehrelementige Bahn.
(2) (i1, v y0r) = (lyyeev by G1yeeey0p—1) (1 <v <)
(3) (i1y.-- yip) = (i1, y00) Gy oo y3p) (2<v <r—1), mit Anwendung

21,... , 1 H Z],Z]+1

(4) ord(iy,... i) =T,
(5) (7:1, o 0. ,ir)_l = (ira ir‘—l; o o ,7:1),
(6) T(it,...,0)7 L = (nlia], ..., 7[ir]) V7 € &,.

Beweis:

Bis auf (6) sind die Aussagen unmittelbar klar. Es gentigt, (6) fiir Transpositionen
zu zeigen, da geméaf (3)

r—1
™ (il, ce ,ir) 7'['_1 = H W(ij,ij+1)7T_1
j=1
ist. Ist nun v € {1,... ,n} mit 7 *[v] & {i;,4;.1}, dann bleibt v invariant. SchlieBlich

ist
=i & v=malial,
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also gilt insgesamt:

1

m(ij, i501)m " = (wliz], wlija]).

L]
DEFINITION 1.5 (Fehlstand): Fiir 7 € &,, heifit jedes Paar (i, ) von Indizes 1 <
i < j <mnmit w[i] > xw[j] ein Fehlstand von .

Beispiel:

T = ( ; g zl)) ) € 63 hat die Fehlsténde (1, 3), (2, 3).

Bemerkung: Die Anzahl der Fehlstidnde ist < (g)

DEFINITION 1.6 (sign): Das Vorzeichen (Signum) von 7 € &,, wird definiert als:

Sill) = 1 ,falls 7 eine gerade Anzahl von Fehlstdnden hat
s = —1 ,falls 7 eine ungerade Anzahl von Fehlstéinden hat

(_Dﬁ Fehlstande von 7

Entsprechend heifit 7 € &,, mit sign(m) = 1 gerade, mit sign(m) = —1 ungerade.

Beispiel:

Es sei 7 € G,, Transposition, die ¢ mit 5 vertauscht, 1 <14 < j < n. Fehlstédnde von
(123 ... «+—1 ¢ i+1 ... 7=1 37 74+1 ... n
S \1 23 ... i—-1 35 4i+1 ... j—=1 4 j+1 ... n

sind

(t,i+1), (,i4+2), ... (i,7—1), (4,9)

Anzahl ist ungerade, d.h. sign(7) = —1.
HiLrssaTz 1.7: Fir 7 € G, gilt:

sign(m) =[] M

1<i<j<n YT

Beweis:

Fiir jedes Paar (7,7) mit 1 <i < j <nist a;; := %;rb] € Q\{0} (= Q*) sowie

sign(z;;) = { 1 fiir 2y <0 Damit wird
-1
wfi] ] .

1<i<j<n v )

II &[] = =[j])

1<i<j<n

II G-

1<i<j<n

(Beachte: Mit (i, j) durchlauft auch 7[é], w[j] alle Paare verschiedener Zahlen aus
{1,...,n}, allerdings bedingt ¢ < j i.a. nicht 7 [i] < 7[j].)
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Wegen der Definition von sign(7) hat man nun:

sign(m) = (_1)Jj Fehlstdnde von 7

L e ()

1<i<j<n L=
e ( m - m)
1<i<j<n LT
7[i] — 7[j]
1<i<j<n =] '
L]

SATz 1.8: Die Abbildung sign : &,, — Cy : 7 +— sign(m) ist Gruppenhomomor-
phismus, fiir n > 2 ist sie surjektiv.

Beweis:
Surjektivitdt klar, wegen sign(id) = 1, sign(7) = —1 fiir Transpositionen.
Zu zeigen bleibt fiir m, 0 € G,,:

sign(mg) = sign() sign(o)

sign(mo) = | Wg[liijgm
o meli) = meli] eli] - el
1<icj<n Ol —oli] i
! 7[oli]] — mlols]] oli] — olJ]
1<i<j<n Q[Z] - Q[j] 1=
=sign(m) = sign(o)

(Beachte:

Mit (i,7) (1 < i < j < n) durchlauft auch p[i], o[j] alle Paare, jedoch gilt nicht
notwendig oi] < o[j]. Fiir g[i] > o[j] ist aber

mloli]] — mlols]] _ mlols]] — w[eli]]
oli] — olJ] olj] — old]

2]
[1]

1

Y

d.h. Vertauschung der Reihenfolge nach Grofle dndert Wert des Quotienten nicht.
D.h.

1 mlold] = mlelil] _ 11 leald )
1<i<j<n oli] — olJ] I<p<v<n MV

]

KOROLLAR 1.9: Ist m Produkt von Transpositionen 7q,...,7 € &,, so ist

sign(m) = (=1)". (D.h. jede Darstellung von 7 als Produkt von Transpositionen

enthélt immer gerade bzw. ungerade viele Faktoren.) Jede (un)gerade Permutation

ist stets Produkt (un)gerade vieler Transpositionen.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Hilfssatz 1.3 und Satz 1.8. O
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r—1

Bemerkung: Die Signatur (sign eines r-Zykels ist (—1)
DEFINITION 1.10 (2,): Die geraden Permutationen von &,, bilden fiir n > 2 einen
Normalteiler 2, der Ordnung %' von S, die sog. alternierende Gruppe. (2, :=
ker sign)

Bemerkung: Fiir n = 1 ist 2, := &;.

Beispiel: n = 3

Ql3 203 {()>(17273)a(172>3)2}
= {07(17273)7(173’2)}
T (1,2) = 7o,
AT = { ()(1, 2), (1,2,3)(1,2), (1,3, 2)(1,2) }
(1,2) (1,3) (2,3)
I | |

Es gllt 63 == 9[3 U 52[37'1’2.

HiLrssaTz 1.11: Fir n € N hat G,,41 eine disjunkte Zerlegung in n + 1 (Links-)
Nebenklassen nach G,,.

<L: S\ — G (W[ll] o L an]>H<7r[11] "l ZH))

Beweis:

Setze 7,11 :=1id € 6,1 und 7, := (r,n+1) (1 <v <n). Wir zeigen:
n+1

6n+1 == U 7T1/6n-
v=1

Sei dazu 7 € &, mit 7[n+ 1] = j. Fiir j = n+ 1 gilt 7 € 7,16, Andernfalls
bildet (j,n + 1) 7 das Element n + 1 auf sich ab, also ist

(Gn+)T€m1 6, und 7€ (jn+1) 116, =Un+1)6,.

Wir zeigen noch, dafl die Zerlegung disjunkt ist, obwohl dies bereits aus den Ele-
mentanzahlen folgt.

™6, =16, & mn,m76,=05,
= mmn+l=n+1
= mn+1]=m,n+1]
& U=

Bemerkung: Dies ist ein weiterer Beweis fiir §&,, = n!
HiLFssATz 1.12:

S, = ((i,n)|1<i<n-1) (firn>2).
= ((1,49) |1 <i<n)
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Beweis:

Jede Permutation ist als Produkt von hochstens n Transpositionen der Form (3, j)
(1 <i < j<n)darstellbar (Hilfssatz 1.3). Ferner gilt:

(1,7) = (1,4)(1,5)(1,1)
nach 1.4.(6) fur ¢ > 1. Analog gilt

(1, 7) = (i,n)(j,n) (i, n)
firl<i<j<n. O
DEFINITION 1.13: Zwei Zykel (iq,... i), (j1,... ,Js) heiBen elementfremd, falls

{iv, .o iey {1, .., Jsp =0

ist.
HiLFssATz 1.14: Elementfremde Zykeln kommutieren. ‘

Beweis:

Esseien I = {iy,... i}, J={j1,...,Jspund N, ={1,... ;n}, K = (N,\I)\J, IN
J = (). Dann gilt
v firveK
Ji+1 fiiru:jl (1§l<8)
(i1ye i) (J1y - uds)v] = i firv =g
iy firv=4q 1<Il<r)
1, furv =1,

= (jl,_.. ,js) (il,--- 7ir)[l/]'
[]

SATz 1.15: Jede Permutation 7 € &,,, m # id, 1aft sich eindeutig (bis auf die
Reihenfolge) als Produkt elementfremder Zykeln darstellen.

Beweis:
7 operiert auf N,, bzgl. (7, v) — w[v]. N, zerféllt diesbeziiglich in Bahnen By, ... , B;.
Nach Weglassen der einelementigen Bahnen verbleiben etwa By, ... , By (bei passen-
der Numerierung) mit

BiU...UB, =M, Bi= v, rv],..., 7" ] und 7"[v;] = v;.

Dabei liege
vy = min M in By,
vy = min My\Bj in Bs,

vp_1 = min M\(By U...U By_5) in By_;.

Hierfiir ist dann (v := min By)

= (v, 7], .., TP ) (e, w], . TP ) L (v ], - TR ).
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Diese Darstellung ist auch eindeutig, da jedes v € N,, durch 7 entweder invariant
gelassen wird, oder es wird auf ein Element der gleichen Bahn abgebildet, d.h. fiir
m[v] # v tritt stets der Zykel

(1/, v, ... ,Wl”_l[y]) auf (7er V] = 1/).

O
Beispiel:
Fuar
(1234 5 6 7 89 10 11 12 13 14 15
T™\2468 10 12 14 13 5 7 9 11 13 15
ist

7 =(1,2,4,8)(3,6,12,9)(5,10)(7,14,13,11).

SATZ 1.16: Fiir n > 3 wird die alternierende Gruppe von 3-Zykeln erzeugt.
Speziell gilt:

A, = ((1,2,9) | 3< i < n).

Beweis:

2, besteht aus geraden Permutationen, ihre Elemente sind also Produkte jeweils
einer geraden Anzahl von Transpositionen. Also gilt:

W= ((6,5)(k, 1) | 1<i<j<nl<k<l<n).
Die erzeugenden Elemente hierin sind nun Produkte von 3-Zyklen:

(1) #{i,j,k,1} =2 = (eventuelles Umnumerieren) k =i, [ = j, also
(4,5) (i, ) = id = (1,2,3)*;
(2) 8{i,j,k, 1} =3 = j=k, i #£1:
(i,7)(5,1) = (i,5,1),

(3) t{i. g, k. 1} = 4:
(@) (k1) = ((@5)0 k)G, k) (R, 1)
ik

— 7’7.]7 )(]7k7l)7
wie in (2).

SchlieBlich:

(4,7,k) = (2,k,1)(2,1, )
und

(2,4,7) = (1,2,5)%(1,2,1)

= (1,4,2)(1,2,4).
O

Beispiel:

As = {(1,2,3)%| k =0,1,2}, Ay = {id}.
HiLrssATz 1.17: Fiir n > 5 sind alle 3-Zyklen von I, konjugiert.
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Beweis:
Wir zeigen: Zu (i, j, k) und (1,2, 3) existiert 7 € 2, mit
7 (1,2, 3)7 = (4, 4, k).

Wegen n > 5 existieren [, m € N, mit #{i,j, k,l,m} = 5. Da 7 ¢ 2, folgt, dafl

entweder
T—<1 j ]?; ‘ll Ti - ”) oder (I, m)r
in 2, liegt ((S,, : A,) = 2!). Nach 1.4.(6) gilt nun
7(1,2,3) "2 (7[1], 72, 7[3])
= (i,4,k)
= (7[1]77_[2]77[3])(l’m)_l(lam)
L (L,m)T(1,2,3) 7 (1, m).

SATZ 1.18: Fiir n > 5 ist 2, einfach.

Bemerkung:

Dies hat weitreichende Konsequenzen. Speziell gilt fiir

n!
— (n>5
pl5 (n25)
stets, dafl mehrere p-Sylow-Untergruppen von 2, existieren.

Beweis:

Es sei N # (id) Normalteiler von 2, und n > 5. Geméfl 1.16 und 1.17 geniigt es zu
zeigen, dafl N einen 3-Zykel enthélt, da dann bereits N = 2, folgt.

Dazu sei m € N, 7 # id, in eindeutiger Darstellung als Produkt elementfremder
Zykeln geméaf 1.15 gegeben.

1. Fall:

Es tritt ein r-Zykel (i,7,k,l,...) mit r > 4 auf. Fir 7 = (i,j,k) liegt dann
7 (7 1771) ebenfalls in N.

N> a(ratv™Y = G, 5,k 1,...)(..,«[l], n k], 7[j], 7 [{])
= (i, 5,k 01, ...)(.., 04k, j)
- (iv L, ])

7 (7 7 1771) hat keinen Effekt auBerhalb des r-Zykels (i, j, k, [, . .. ), und dort bewirkt

(i,j,k,l,...)(:::’ mli], wlkl, wli] ﬂi}):(i,z,j).

2. Fall:
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In der Faktorisierung von 7 tritt mindestens ein 3-Zykel auf. Bei mehreren Faktoren
gilt also

T={(,7,k)(l,m 7)....
Setze T = (i, 7,1) und bilde
W(Tﬂ-_lT_l) = (Zv ja k) (la m, ?> Tt (k7 l7 ]) (?7 m, Z)
= (27 l’ k? m’ j) e N7

dann weiter mit Fall 1.

3. Fall:

7 Produkt elementfremder Transpositionen, © = (4, 7)(k, 1) ..., Im € N, \ {4, j, k, (}.
Setze T = (i, k,m) und bilde

r(ratr™) = (rrat, 7Y

= (43,1, m[m]) (m, k, 7).

Fiir 7 [m] # m geht es mit Fall 2 weiter, fiir 7 [m] = m folgt

71—(7-71-_17—_1) = (/L? j’ l7 m? k))

und wir schlieffen wie im Fall 1. ]
DEFINITION 1.19 (auflosbar): Eine endliche Gruppe G heifit auflosbar, falls eine
Kette von Untergruppen

G=GyD>G DGyD...0G,={e}
existiert, so dal G;41 < G; gilt und G;/G, 41 abelsch ist (0 < i < n).

Bemerkung:

(1) Existiert eine Kette von Untergruppen
G:G()QGlQGQQQGn:{G}

mit G411 < G; und G;/G,4q abelsch (0 < i < n), dann ist G auflosbar.
(2) Eine solche Untergruppenkette heiit Normalreihe.

Beispiel:

G3 =Gy D Gy =23 D {e} = Go;

D, =Gy D Gy = (b) D {e} = Gy;

G abelsch G = Gy D Gy = {e};

GC1=Gy DG =4 D Gy =2y D {e} =Gs.

HiLrssaTz 1.20: (1) Jede endliche abelsche Gruppe ist auflosbar mit zyklischen

Faktorgruppen.
(2) Eine endliche Gruppe ist genau dann auflgsbar, falls eine Untergruppenkette

G=GyDG;D... DGn:{G}mitGH_lQGZ‘
und G; /G4 zyklisch existiert.

Beweis:
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Induktion iiber m = (G : 1). m = 1 ist trivial. Sei also m > 1. Ist G selbst

zyklisch, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls sei H = (x) zyklische Untergruppe
von G mit x # {e}. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann G/H auflésbar

mit zyklischen Faktorgruppen, d.h. es existierten Untergruppe G;/H (0 < i <

r), Go =G, G, = H mit
Gi/H/Gi-i-l/H = Gi/Gin
zyklisch. Dann leistet
G=GyD>G D...0G_1 DG, =HD{e}

das gewiinschte. (Anderer Beweis direkt mittels (Hauptsatz iiber endliche abel-

sche Gruppen Algebra 1, 1.25).)
< klar nach Definition.
= geméif (1).
G;/Gi11 ist abelsch, falls nicht zyklisch.
Gio = Gi/Gi—H D éil D...D ézk = Gi—‘rl
mit zyklischer Faktorgruppe

éiu = Giu/GiJrl;
verfeinere alte Normalreihe mittels

Gz‘ :Gio DGil D... DGiki :Gi—I—la

Gz‘y/Gml = a‘u/Gml
zyklisch.

[]

HiLrssATz 1.21: Es sei G eine endliche Gruppe mit Untergruppe H.

(1) Ist G auflosbar, so auch H und im Fall H <G und H auflésbar ist auch G/H

(2) Ist H Normalteiler und sind H sowie G/H auflosbar, dann ist auch G

auflosbar.

auflosbar.

Beweis:

(1)

Es sei
G=GyD>G DGy D...0G,={e}
(Normalreihe von G) mit G;11 < G;, G;/G;41 abelsch. Bilde
H:=G,NH (0<i<n).
H;,1 < H;: Fir x € H; gilt:

IHiJrl.ril - LL’GZ'_HJ?il N l’HSL’il = Gi+1 NH= Hi+1-
Algebral,1.20

Hi/Hiyy = Hi/H; N Gia = HiGiy1/Gip1 < Gi/Giga.
Gilt auBerdem H < G, so bilde mittels G; :== G;H < G (0 < i < n) Kette
Go/HD>2G/HD...>DG,/JH=H
(Untergruppenkette von GG/H). Betrachte Abbildung
2 éz - Gi/Gi+1 : gih = g Gig
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surjektiv. ¢ ist Homomorphismus:

¢ (g:H) o (gih) = (9: Gis1) 9i Gig1)
Gi+1<G; -
= 9i9i Gi+1

= @ (ggih'h)

= »(ghgh)
wobei zunéichst W'h € H beliebig, wihle &' so, daB ¢;h/ = hg; gilt (Da H< G
geht dies!). ¢ Surjektivitat ist klar,

ker ¢ = {g;h € G| g; € Giy1} = GirH = Giy 1.
Also gilt: éi+1 < C?Z und
Gi/Gip1 2 Gi/Gis,
also abelsch. Wende nun 2. Isomorphiesatz Algebra 1, 1.21 an:
(Gi/H) / (Gipa/H) = Gi/Gisa.
(2) H auflosbar:
H=HyD>H D...DH, = {e}
mit H;/H,;, abelsch. G/H auflosbar:
G=Gyo>oG,D...o0G,=H
von G mit Algebral,1.21
(Gi/H) [ (Gin/H) = GifGip
abelsch. Also ist
G=GyD>G D...0Gy,=H=HyDH D...DH, ={e},
d.h. G auflosbar.

]

Bemerkung: Fiir n > 5 ist &,, nicht auflésbar, da A, fiir n > 5 nach 1.18 nicht
auflosbar ist.
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KAPITEL 2

Ringe

DEFINITION 2.1: Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Polynom

f@) € Rt} (L= (t,. .. ,tn))
heifit symmetrisch, falls

[t tn) = ftap) - - - s tafm))
fiir alle 7 € G,, gilt. Speziell heiflen

oo(t) = 1
oi(t) = > iy ooty (1<j<n)
1<i1<i2<...<4;<n
elementarsymmetrische Funktionen in ¢1,... ,¢, (0; = a](")).
Beispiele:
(1)

o1 = tl—f——f—tn,
ooty ta, t3) = tite + tits + tals,

Outis oo tn) = ti ... to
(2) Potenzsummen:
Se(t) = Y t¥ (Potenzsummen), (k € Z77),
=1
So(t) = ti+...+t2
= (L+...+ta)*—2> ity
i<j
Es gilt (fir n = 2):
SQ = O'%—QO'Q

0151 — 209,
St) = t2+12

(t1 +t2)? — 2ty
= 01(t)* —20(t).

13
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—.

ﬁ
Il
—

f(ta, ... tn,t) = (t —1t:)

(=1)"7 o) ¥,

I
NE

.
Il
o

(=) oy(t) t" "

I

~
I
o

(4) Es sei A € C"*" und J. die zug. Jordan-Normal-Form Lin. Alg. 1, 77
Atk
Jo =

*n—1

An
mit \; Eigenwert zu A (1 <i<n)und x; € {0, 1} (1 <j<n-—1).
fa = det(t—J)

O'1<)\1 ce /\n) = Sp(A), O'n(/\l c. )\n) = det A.
(5) oty .. ) ="ty Lt

Bemerkung: Die symmetrischen Polynome bilden einen Unterring von Rlty, ... ,t,].
Der Einsetzungshomomorphismus

q)(olmgn) . R[tl, e >tn] — R[tl, Ce ,tn] . tl = 0;
O(f) = f(o1,...,0,) ist symmetrisch, d.h. ®(f) ist symmetrisch, falls f dies war.

Falls f(t1,... ,t,_1,0) =0, so folgt o,|f. Denn: f(t1,... ,t,) =3 filts, ... s tn 1)t}
mit fz S R[th. .. ,tn_l]. f(tl,. .. 7tn—170) =0 1mphzlert fg(th. .. ,tn_1> = 0 also
tnlf. f symmetrisch = ¢;|f fiir jedes i, also o,|f.

SATZ 2.2 (Hauptsatz tiber elementarsymmetrische Funktionen): Es sei R ein
kommutativer Ring mit 1. Dann gibt es fiir jedes symmetrische Polynom f(¢) €
RJt] genau ein g € R[t] mit f = g(o1,... ,00).

Beweis: Wir definieren das Gewicht eines Monoms
g(t) = atP - .. - trmals w(ty) =k, w(g) == > kmy.
k=1

Das Gewicht eines Polynoms f € R[t] wird dann als Maximum der Gewichte seiner
Monome festgelegt, d.h.

F=> a0t =Y att,  w(f) =max{w(t’)}.
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Wir zeigen: Zu f € RJt] symmetrisch vom Grad d existiert g € R[t] mit w(g) < d
und f(tl, . ,tn) = g(Jl, c ,O'n).

Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach n.

Firn = 1ist f = g und 07 = t;. n— 1= n: Beweis per Induktion nach
d = deg (f). Fiir d < 0ist f konstant und g = f tut’s.

Sei also d > 0. Dann ist

FO (e taa) = ft et 0)

mit deg(f"~ ) < d symmetrisch in ¢,, ... ,t,_;. Nach Induktionsvoraussetzung
tiber n existiert also ein Polynom ¢y (t1, ... ,t,—1) € R[t1,... ,t,—1] vom Gewicht
< d mit

f(n_l)(tl, o 7tn—1) e gl(o‘gn_l), c. ,0',(171_11))7

(n—1) _ oi(ti, ... ,t,—1,0) gesetzt wurde.

wobei o;
Hiernach ist

h‘(z) = f(t) - gl(o-la s 70-n—1)
ebenfalls symmetrisch vom Grad < d. Wegen h(t) symmetrisch und

h(ti, ... tn-1,0)=0

folgt o,|h, bzw. h = 0,,hq, deg(hy) = deg(h) — n. Wiederum ist h; symmetrisch
vom Grad d—n < d. Nach Induktionsannahme existiert daher go € R[t1, ... ,1,]
vom Gewicht < d — n mit

hl(tla Ce ,tn> = 92(0'1, e ,O'n>,

und insgesamt leistet

9(017"' 7an) :gl(gla"' aanfl)—{—angQ(Ula"' 7Un)

das Verlangte.

Eindeutigkeit:

Dazu zeigen wir: Fir f € R[ty,... ,t,] mit f(o1,...,0,) =0 gilt f =0.

Der Beweis erfolgt per Induktion iiber n.

Fiir n = 1 ist die Aussage wegen oy = t; trivial.

Sei also n > 1 und f # 0 von minimalem Grad > 0 mit f(oy,...,0,) = 0. Aus
dem Ansatz

l
f(tb N atn) — Z fi(tly e ,tn_l) t;
i=0
folgt zundchst fo(t1,...,t,—1) # 0, da sonst f durch t, teilbar wére, d.h.

ft) =ta f(t) mit 0= f(o) =0, f(o),
im Widerspruch zur Minimalitédt des Grades. Daher gilt:
!

0= f(o1,...,00) = Zfi(al,... On1) 0.

=0

Setzen wir hierin ¢, = 0, so erhalten wir

0= f(ayhl), o 0) = fo(agn_l), SO

n—1 >

im Widerspruch zur Induktionsannahme!
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to_elementary := function(f)

pr := Parent(f);

n := Rank(pr);

if n eq 1 then
return f;

end if;

if f in CoefficientRing(pr) then

return f;
end if;
prl := PolynomialRing(CoefficientRing(pr), n-1);
red := [ prl.x : x in [ 1..n-1] ] cat [prl.1 * 0];
red := hom<pr -> prl | red>;
fnl := red(f);
gl := $3(fnl);
es := [ ElementarySymmetricPolynomial(pr, i) : i in [1..n-1] ];
es := hom<prl -> pr | es>;

h :=f - es(gl);

hl := pr ! (h/ElementarySymmetricPolynomial(pr, n));
g2 := $$(h1);
ext := hom< prl -> pr | [ pr.x : x in [1..n-1]] >;

return ext(gl) + pr.n*xg2;

end function;

Beispiel:

Fiir
f(ti,ta,ts) = (b1 — t2)? (1 — t3)° (t2 — t3)°

1st

flt1,t2,0) = (t — t2)* (t1ts)?
= ((6?)? —405) (6)%
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folglich gilt A(t) = o3 hy(t) mit
hity,t2,0) = 18000l — 4 (01?3
ho(t) = hi(t) — 180 o) + 46

= —2T11t9t3
= =27 03

fti,ta,t3) = 0105 — 4oy + 03 (180,09 — 403 — 27 03).

Zusammenhang zwischen Potenzsummen und elementarsymmetrischen Funktionen:

SATz 2.3: Fiir die Potenzsummen Si(¢) und die elementarsymmetrischen Funk-
tionen o;(t) gelten die ,,Newtonschen Relationen*:

k-1
(1) Y(=1)" i) Se—i(t) + k (=1)* ou(t) =0 (0 <k <),

=0

(—1)! o3(t) Sk—i(t) =0 (k > n).

(2)

-

Il
o

(2

Beweis: Fiir
n

Pt tot) = (1P oy(0) "9 = [t —1,)

=0 j=1
gilt (Einsetzen von t := t;):

0= (-1Yao)t;” (1<i<n)
=0
bzw. (Multiplikation mit tF=")
0= (1Y o;)ti7 (1<i<m, k>n).
=0

Summation {iber ¢ dieser n Gleichungen liefert

n

> (=1 a;(t) Sk—;(t) = 0,

=0
also (2) bzw. (1) fir k = n. Der Rest von (1) wird bei festem &k mittels Induktion
nach n bewiesen:

Induktionanfang: n = k ist bereits gezeigt.

n—1=n:
Wir setzen
k-1
F(ty, ... ty) =Y (=1)'0;(t)Sk—i(t) + k(—1)" ox(t)
i=0

und erhalten eine symmetrische Funktion F' mit deg F' < k < n. Nach Induktionsan-
nahme gilt F'(t,... ,t,,0) = 0. Also ist F'(¢) durch t,, — wegen der Symmetrie durch
on(t) — teilbar. Wegen deg (F') < n muBl F' folglich identisch verschwinden. O
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Beispiel:
Si(t) = ou(t),
So(t) = o1(t) Si(t) — 204(t)
= 01(t) — 20,(t),
S3(t) = o1(t) Sa(t) — oa(t) Si(t) + 303(t)

= 0i(t) = 301(t) o2(t) + 305(1),
usw. Sind die natiirlichen Zahlen in R keine Nullteiler, so gilt in Q(R) auch:

o1t) = Sit),

nlt) = 5 (S0~ 5(0)

7t = 5 (S0 - Si0° +350) 5 (S1(0° - 5:(0)
- é<zsg<>+sl<> ~351(0) Sa(t),

USW.
DEFINITION 2.4 (Diskriminante): In R][t] heifit

D)= JI ti—t;)?

1<i<j<n
Diskriminante von ¢.
Beispiel: f :=t*+at+b: x5 := —%=+ “2 45 “2:“’ (1 —2)? heiBt Diskriminante

von f.
HiLrssaTz 2.5: In R[t] gilt:

D(t) = det ((Sit+j—2(t)1<ij<n) -

Ferner gilt D(t) € R!

Beweis in den Ubungen.

SATZ 2.6 (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes Polynom f € C[t] mit deg (f) >
1 besitzt eine Nullstelle in C, d.h. iiber C zerfillt f in Linearfaktoren:

) elg_[ (t—=z;) z; €C).

Jj=1

,C ist algebraisch abgeschlossen.“

Beweis:
(1) Wir fithren den Beweis auf die gleiche Aussage fiir Polynome aus R[t] zuriick.

Fiir f € C bilden wir B
g(t) = f(t) f(t) € R[t].
Wir erhalten dann

) 2deg(f)
g®) =N I t—cp).
j=1
Hier ist mit ¢; auch ¢; Nullstelle von ¢ (!) und wir bekommen

deg(f)
FO =1 TI t—cj) Q<ji<jo<...< g <2deg(f)).

=1
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(2) Wir zeigen: Jedes Polynom
ft) =t —at" P+ agt"? — ...+ (=1)"a, € R[t]

mit n > 1 besitzt in C eine Nullstelle.

Fiir n ungerade folgt dies aus dem Zwischenwertsatz der Analysis.

Sei also n von der Form 2%¢ mit k € Z=°, ¢ ungerade, ¢ € N.

Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach k. Induktionsanfang: & = 0 ist
bereits geklart.

Sei nun £ > 1 und die Behauptung fiir 1,... |k — 1 bereits bewiesen. Nach
Algebra 1, 2.67 existiert ein Erweiterungskérper K von R mit

f@&)y =10f) [I(t = ;)

j=1
in K[t]. Wir bilden nun fiir jede reelle Zahl r das Polynom

L@t)= ][] Gt-=zy—=z —ra.um) € K|t
1<p<v<n
Hierbei ist L, eine symmetrische Funktion in x,...,z,, also sind die Koef-

fizienten reelle Polynome in den elementarsymmetrischen Funktionen o;(z) =
(—1)7a;, d.h. es gilt L,.(t) € R[t]. Wegen

deg(L,) = S(n—1) = 2" 1q(2q — 1) = 27q,
G ungerade, besitzt L, fiir jedes r € R eine Nullstelle in C. Fiir jedes r € R
existieren also Indizes p, v mit
2=, +x, +ra,x, €C.

Da die Anzahl der Indexpaare p, v endlich, die der € R unendlich ist, existieren
rZ7inR, 1 <pu<v<nmit

x, + T, +rx,m@,, v, +2, +rx,x, €C
Hieraus folgt z,, +z, € C, z,z, € C, d.h. z,, z, sind Nullstellen von
t* — (z, +x,)t + 242, € C[t],
also z,, z, € C. da sich in C Quadratwurzeln ziehen lassen.
[l

KOROLLAR 2.7: Jedes Polynom f € R[¢] mit deg(f) > 1 besitzt eine — bis auf
Reihenfolge der Faktoren — eindeutige Darstellung

F@&) =1 It =) quj(t)

i=1

(c; € R, ¢j(t) = t* + ujt + v; € R[t] irreduzibel (1 < j <1)).

Beweis:

Es seien ¢y, ... , ¢ alle reellen Nullstellen von f, und es sei g durch

k
f&) =10 1= g(t)

=1
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eindeutig bestimmt. Da fiir jede Nullstelle x von g wegen
0= Zguxy = Z yufy = ZQVTV
v=0 v=0 v=0
fiir
gty => gt
v=0
auch T Nullstelle ist, ist deg (¢) gerade! Es seien 21, ... , 2, Z1,... , z; alle Nullstellen
von g in C. Dann setzen wir
qj(t) = t2 — (Zj + fj)t+ ijj c R[t] (1 S] S l)

Eindeutigkeit: Ist 2; € R Nullstelle von f so gilt (t—z;) | f(¢). Ist z; € C\R Nullstelle
von f, dann auch Z;, und es gilt

R[] > (= (25 + Z;)t + 2 %) | f(¢).

L]
KOROLLAR 2.8: Die irreduziblen Elemente von C[t] sind die Polynome ersten Gra-
des aus C[t]. Die irreduziblen Elemente von R[¢] sind die Polynome ersten Grades
und diejenigen Polynome c(t? + ut + v) zweiten Grades mit u? — 4v < 0.

SATZ 2.9: Es sei K ein unitdrer nullteilerfreier kommutativer Oberring von R, in
dem jedes Element algebraisch {iber R ist. Dann ist K isomorph zu R oder C.

Beweis:

Essei K # R. Fiir v € K\R ist V := R1+4 Rz ein zweidimensionaler R-Vektorraum.
Ferner existiert 0 # f € R[t], deg (f) > 1, mit f(z) = 0. Da K nullteilerfrei ist, folgt
bereits, dafl # Nullstelle eines normierten Polynoms zweiten Grades ist: g(x) = 0 fur

g(t) =t +ut+v € R[t] (v* —4v < 0).

Also gilt: 22 = —uxr —v in K. Damit 148t sich V mittels V' = R[t]/(g) zu einem RIng
machen. (V ist Ring der Gleichung g = 0) Also ist V' ein kommutativer nullteilerfreier
unitdrer Oberring von R mit 2-elementiger Basis. V' ist (als Ring) zu C isomorph
durch den R-Isomorphismus

gb:a+bajr—>a—|—g(—u—|—iD) fir D =+v4v—u?

Nach Algebra 1, Bemerkung (iii) nach 2.64 ist ¢ ein Ringhomomorphismus da —u+
1D eine Nullstelle von ¢ in C ist. Da Im ¢ offensichtlich 2 dimensional {iber R ist, folgt
das ¢ ein Isomorphismus (zunéchst als R-Vektorraum, dann als Ringisomorphismus)
ist.

Es bleibt K =V zu zeigen. Es seien dazu y € K\R beliebig, f € R[t] mit f(y) = 0.
Uber V 2 C zerfillt f in Linearfaktoren t — X (A € V), also folgt y = X fiir passende
Wahl von . [l
SATZ 2.10: Jede endliche Untergruppe G der multiplikativen Gruppe K* eines
Korpers K ist zyklisch.

Beweis:

Es sei |G| = n und m € N minimal mit 2™ =1 Vz € G. Dann existiert hierzu ein
Element a € G mit ord(a) = m (vergleiche Ubungen, Blatt 3, Aufgabe 1). Wegen
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m|n ist sicherlich m < n. Andererseits sind alle x € G Nullstellen von t™ — 1, woraus
m > n folgt. Insgesamt gilt daher m = n und G = (a). O

DEFINITION 2.11 (Derivation): Essei R (kommutativer) Ringmit1. D : R — R
heifit Derivation, falls

D(a+0b) = D(a)+ D(b), D(ab) =D(a)b+aD(b) Va,beR

gilt.

Beispiel: D : R[t] — R[t] : f— f.
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KAPITEL 3

Korper

DEFINITION 3.1: Essei L/K eine Korpererweiterung. Ein Polynom f € K|[t] heifit
separabel, falls fiir jeden irreduziblen Faktor g von f gilt: ggT(g,¢') = 1. Ein {iber
K algebraisches Element x € L heifit separabel iiber K, falls sein Minimalpolynom
mg Kk separabel ist. SchlieBlich heifit L/K separabel, falls L/K algebraisch und
jedes x € L separabel iiber K ist. Ist L/K algebraisch und nicht separabel, heifit
L/K inseparabel. Ein Korper K heifit vollkommen, falls er keine inseparablen
Erweiterungskorper besitzt.

SATZ 3.2: Genau die Korper K mit y(K) = p und K? = K und die Korper der
Charakteristik 0 sind vollkommen.

Beweis: Es sei x(K) = 0 und L eine algebraische Erweiterung von K.
Ist dann x € L, so folgt ggT(m,, m!) =1, also m/,(z) # 0, x ist iiber K separabel.
Andererseits sei x(K) = p. Wir unterscheiden zwei Félle.

(1) KP:={a? |z e K} =K.
Wir nehmen an, da z € L inseparabel iiber K ist. Dann folgt m = 0 und

mg(t Z a;it?. Wegen a; = @ (0 < i < n) folgt m,(t) = Z (ai ti>p -
=0 =0

(Z a; ti> im Widerspruch zur Irreduzibilitdat von m,.

- Also ist in diesem Fall L/K separabel.

(2) Es sei K vollkommen.
Zu a € K betrachten wir das Polynom ¢ — a € Kt].
Wir nehmen an, da8 es keine Wurzel in K besitzt. Ist nun g € K[t] ein irre-
duzibler Teiler von t? — a, so bilden wir eine Erweiterung L/K, in der g eine
Nullstelle b besitzt. In L[t] ist dann t? —a = t* — 0P = (t —b)?, d.h. g(t) = (t—b)™
fiir einen Exponenten m € Z=2. Dann ist jedoch b eine mehrfache Nullstelle des
irreduziblen Polynoms g € K[t| im Widerspruch zur Vollkommenheit von K.
Also muB K? = K gelten.

[]

KOROLLAR 3.3: Alle endlichen Korper sind vollkommen.

Beweis: Die Frobenius-Abbildung x — 2P ist dort wegen der Endlichkeit notwendig
surjektiv. O

Beispiel eines nicht vollkommenen Korpers: F,(t), ¢t # (%)p.

Bemerkung:

Algebraische Erweiterungen vollkommener Korper sind separabel.

23
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DEFINITION 3.4: a € L heifit rein inseparabel iber K, falls m,(t) = (t — a)™ fiir
ein m € N gilt.

Im weiteren werden wir uns mit inseparablem Erweiterungen beschéftigen. Ab jetzt
gilt fiir alle Kérper:

X(K)=p>0.
SATZ 3.5: Es sei a € L rein inseparabel iiber K. Dann gilt:
(1) deg(m,) = p° fiir passendes e € Z=Y.
(2) deg(mg) =p = a? e KAa? ¢ K fiir 0< f <e.

Beweis:
(1) my(t) = (t —a)™ ist in K[t] irreduzibel.
Es sei m = p®m mit p 4 m. Dann folgt
(t—a)™ =" —a® )™ = 7" — " mt? Y 1 e K[t]
also ma?” € K bzw. o’ € K.
Folglich ist t*° — a** € K[t] und notwendig m = 1.
(2) Fiir a?’ € K ist (t —a)?’ ="' — a?’ € K[t] mit Nullstelle a. O

DEFINITION 3.6: L/K heifit rein inseparabel, falls L/ K algebraisch und jedes Ele-
ment aus L rein inseparabel iiber K ist.

KOROLLAR 3.7: Ist L/K endlich und L/K rein inseparabel = [L : K] ist p-
Potenz.

Beweis: L/K endlich = L = K(ay, ..., o) mit algebraischen Elementen «;. Setze
Ki = K(Oél,... s Oéi>, K() = K,Kr = L.

oy rein inseparabel iiber K = [K; : Ky| = deg(my,) = p°'.

Ist «a; rein inseparabel iiber K, so folgt mg,(t) = (t — ;)P € K|t], also ist das

Minimalpolynom von «;/K; ; eine Potenz von t — oy, «;/K; 1 rein inseparabel,
[K; : K;_4] ist p-Potenz.

Also folgt die Behauptung nach dem Gradsatz. O
SATZ 3.8: a € K\ KP = t*" — a € K][t] irreduzibel fiir jedes e € Z=°.

Beweis: Es sei ¢g(t) ein irreduzibler Teiler von t*° — a in K|[t].

Dann gibt es dazu eine Erweiterung L/ K vom Grad deg(g), in der g(t) eine Nullstelle
B besitzt. Also ist auch 3% = a, t*" —a = (t — )P in L[t]. Folglich ist 3 rein
inseparabel iiber K, also g(t) = (t — 8)?' fiir ein f € Z2°, 0 < f <.

Ferner ist a = 37" = gr'?"/ = @/ fir c = 7’ € K.

Nach Voraussetzung mufl also e = f gelten. O
HILFSSATZ 3.9: a € L mit a?° € K fiir ein e € Z=° = a rein inseparabel {iber K.

Beweis: Setze b = a?*. Dann ist a Nullstelle von t** —b € K[t], also t*" —b = (t —a)?"
in L[t].

Das Minimalpolynom von «a ist demnach eine Potenz von ¢ — a und demnach a iiber
K inseparabel. [



3. KORPER 25

HiLFssATz 3.10: a € L separabel und rein inseparabel iiber K = a € K.

Beweis: a € L rein inseparabel iiber K = m,(t) = t*" — b fiir passendes b € K und
ein e € Z=°.

a separabel impliziert m/ (t) # 0, also e = 0 und somit a = b. O

SATZ 3.11: L/K separabel = KLP = L.
L/K endlich mit KL? = L = L/K separabel.

Beweis: Zunéchst sei L/ K separabel.

Wegen LP C KILP C L ist o € KILP? fiir alle a € L, also ist jedes solche o nach 3.9
rein inseparabel iiber K LP.

Ist andererseits m,(t) € K|[t] Minimalpolynom von o/ K (L /K separabel!), so besitzt
me(t) in keinem Erweiterungskorper mehrfache Nullstellen.

Dies gilt dann natiirlich auch fiir m, ke (t) € KLP[t], welches ja mq(t) in K LP[t]
teilt. Also ist ao/ K LP (und damit L/K LP) separabel. Nach 3.10 ist damit o € K L?
und die behauptete Gleichheit folgt.

Es sei nunmehr L/K endlich mit L = KLP. Wir nehmen an, dal a € L mit
ma(t) € K]Jt] existiert, welches iiber K nicht separabel ist. Es mufl notwendig

ma(t) =Y apt® (amp = 1) gelten!
i=0

Dies bedeutet, dafl 1, o?, ..., o™ € L K-linear abhéngig sind. Ferner sind 1, «,
..., a™ € L K-linear unabhéngig wegen deg(m,) = mp > m.

Es sei nun wy, ..., w, eine Basis von L/K. Also ist fur 5 € L:

6 = bhw +...+bw, € K +...+Kw, =1L,
o= B b,

also ist w?, ..., wP ein Erzeugendensystem von L?/KP?. Nach Voraussetzung gilt:
L = KL’ = K(KPJ)+...+ KPwP)
C Kuw+...+KwkCL,
folglich ist auch w¥, ..., wP eine Basis von L/K.
Ergénzen wir also 1, o, ..., o™ zu einer Basis 1, «, ..., @™, Bns1, -+, Bpo1 VOO
L/K,soist 1,a?, ..., a™, B8 .\, ..., B"_, wieder eine, und speziell sind 1, o?, ...,

a™P k-linear unabhéngig. O
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KOROLLAR 3.12: (1) Die folgenden Aussagen fiir & € L/K algebraisch sind dqui-
valent:
(a) K(a) = K(a?),
(b) K(a)/K ist separabel,
(¢) a/K ist separabel.
(2) M/L und L/K endlich separabel = M /K endlich separabel.
(3) ai,..., a, € Liiber K separabel = K(ay, ..., «,)/K separabel.
(4) M/L und L/K separabel = M /K separabel.
(5) Fiir L/K beliebige Erweiterung ist

L, = {a€ L|a/K separabel}
= Lsep/K

ein Teilkorper von L, der K enthélt.

Beweis:

(1) (a) = (b)
Es ist K(a) = K(a?) und K(a)/K endlich.
Es gilt K(K(a))? = KK?(a?) = K(a?) = K(«a), und die Behauptung folgt
mittels 3.11.
(b) = (c) trivial.
(¢c) = (a) a € L ist iiber K separabel, also iiber K(a?).
Wegen of € K(a?) ist a/ K (aP) rein inseparabel.
Folglich ist o € K(a?) und K (a) C K(o?) C K(«).
(2) Wir haben LM? = M, KL? = L, L? C M?, folglich KM? = KLPMP = LMP =
M und M/K ist nach 3.11 separabel.
(3) Setze K() = K, Kz = K(Oél, c ,Oéi) mit Kr = L.
Nach (1) ist K; /K, separabel. Ferner ist a; /Ky und damit {iber K; ; separabel,
also K;/K;_1. Damit folgt die Behauptung nach (2).

(4) Es sei @ € M. a/L ist separabel mit Minimalpolynom mqz(t) = > a;t".
=0
Hierbei s}nd ag, - - . , ap, iber K separabel.
Also ist L := K(ayg, ..., an) iiber K nach (3) separabel.
Ferner ist ma/i(t) = Mmq,(t) wegen L C L, also a/ L separabel.

Demnach ist nach (1) L(a)/L und somit L(c) nach (3) iiber K separabel, also
ist a/ K separabel.

(5) Sind «a, f € L iiber K separabel, so ist K(«, (3)/K separabel nach (3), also sind
a® B, a Bt (fir § #0) separabel iiber K.
Lgep, ist somit Korper. K C Lg, folgt nach 3.10. ]

Bemerkungen:

Lgep = Lyep/ic heiBt separabler Abschlufy (separable Hiille) von K in L.
SATZ 3.13: Es sei L/K algebraisch. Dann ist L/Lg, rein inseparabel.

Beweis: Es sei a € L iiber K inseparabel mit m,(t) € K|t]. Es folgt m,(t) = fi(t")
mit fi(t) € K[t]. Hierbei ist f;(¢) natiirlich irreduzibel, es ist fi(t) = ma» ().

Ist o nicht separabel iiber K, folgt fi(t) = f1(t?) mit fi(t) € K[t], fi(t) = mn2(t).
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Nach endlich vielen Schritten (deg(m,) < oo) erhalten wir f.(t) = mue(t) € K[t]
mit o /K separabel. Also ist a?" € Ly, (und p° ist der minimale Exponent mit
dieser Eigenschaft). Also ist a/Lsep rein inseparabel nach 3.9. ]

Bemerkungen:

[Lsep : K] heiBt Separabilititsgrad von L) K =: [L : Klsep,

[L : Leep) heilt Inseparabilititsgrad von L/ K =: [L : K];.

Ist [L: K|; < 00, so ist es nach 3.7 Potenz der Charakteristik.

Ist x(K) = 0, so kann man alles &hnlich formulieren, nur ist stets Lsp = L, [L :
K], =1.
SATZ 3.14: L/K endlich, p{[L : K] = L/K separabel.

Beweis: Ist @« € L\K iiber K inseparabel, so ist [K(«) : K] = deg(m,) ein p-
Vielfaches, das [L : K] teilt. O

Es sei L/K algebraisch und a € L mit n = deg(m,). Es sei e maximal mit m,(t) €
K[tP"] und n = ngp°. Dann heien ng der reduzierte Grad von my(t) (deg,(mq))
und p© der Inseparabilititsgrad von m, (deg;(my)).

SATZ 3.15: Es sei f(t) € K[t] irreduzibel mit n = ngp® und L = K(«) fiir eine
Wurzel o von f(t).

Dann gilt: [L : Klsep =19, [L: K]; = p°.

Beweis: Es ist o /K separabel mit deg(m»-) = ny.
Also ist fiir K1 = K(a?") : [Ky : K] =ng, [L: K] = p°® und K; C Lgep.

Es bleibt Gleichheit zu zeigen. Sei also 3 € Lg,. Dann ist 3 iiber K und somit iiber
K, separabel.

Ferner ist L/K rein inseparabel (Ubungen), also 3/K rein inseparabel. Folglich ist
0 e K.

Ubung:
a/K rein inseparabel = [K(a) : K| rein inseparabel. Denn sei o € K.

Ist v € K(a), alsoy =Y ¢a', soist 47" =) & () aus K. Also ist m.(t) ein
1=0 1=0
Teiler von t7° —~?" = (t — )" (in L[t]), v daher rein inseparabel iiber K. O

Ab hier ist x(K) = 0 wieder erlaubt!

KOROLLAR 3.16: Essei L/K algebraisch. L /K ist normal, falls jedes Element von
L in einem Zerfallungskoérper M eines Polynoms aus K[t] enthalten ist, fiir den
M C L gilt.

Beweis: Es sei @« € L mit m,(t) € K[t]. Dann ist « im Zerfdllungskorper von
mea(t) € K|t], etwa M, enthalten, und es gilt M C L. M ist iiber K normal, also
zerfallt m,(t) in M (und damit in L) in Linearfaktoren. O

(Beachte, jedes irreduzible Polynom aus K|t], welches in L eine Wurzel besitzt, ist
- nach Normierung - Minimalpolynom von einem « € L.)
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Bemerkung:

M/K normal, K C L C M = L/M normal (Beweis in den Ubungen).

SATZ 3.17: Es seien L/K endlich, M/K normal mit L C M.
Es sei ng = [L : klsep. Dann gibt es genau ng verschiedene K-Isomorphismen von
L auf Teilkérper von M.

Beweis: Geméfl Algebra 1, 3.30 konnen wir [M : K] < oo wihlen, da die moglichen
Bilder von Elementen aus L bereits in der minimalen normalen Erweiterung M /K
liegen!

Wir beweisen den Satz mittels Induktion iiber ny.

no = 1 : L/K ist rein inseparabel. x(K) = 0 = L = K, die Identitét ist die einzig
mogliche Abbildung.

X(K) =p: Fir a € L ist o” € K bei passendem e € Z=°, jeder K-Isomorphismus
o leistet o(a)?” = o(a?"), also (o(a) — a)?” =0 und o(a) = a.

Also gibt es auch hier nur die Méglichkeit o = idy.

Sei nun ny > 1. Zunéchst betrachten wir den Fall, daB8 L/K einfach ist, also L =
K(a) gilt. Es ist mq(t) = f(#*°) mit e = 0 fiir o/ K separabel. Im Zerfillungskorper
von my, also speziell in M, gilt dann

no

malt) = T — &), in Loy malt) = 1] (¢ - )"

j=1 j=1

Hierbei sind die «; paarweise verschieden. Ein K-Isomorphismus o von L kann dem-
nach o nur auf ein «; abbilden (,, Konjugierte* von «), und o ist durch die Vorgabe
des Bildes o(a) bereits eindeutig festgelegt. Also gibt es genau ng verschiedene K-
Isomorphismen von L in M:

o; K(a) = K(oj) : o= a.

SchlieBlich sei ng > 1 und der Satz fiir [L : Klsp < ng bereits bewiesen. Nach
Voraussetzung existieren in L iiber K separable Elemente, die nicht selbst in K
liegen. Wihle ein solches o € Lgep/ix 1 K C K(o) C Lyep/xk € L € M. Nun ist M
auch tiber K (o) normal, und es ist [L : K (a)]sep = 7 < np. Nach Induktionsannahme
existieren gerade r K (a)-Isomorphismen 7,...,7. von L in M. Ferner existieren
gerade s := [K(a) : K] K-Isomorphismen o; von K(«) in M, und wir haben
no = [L: Klsep = [Lsep : K(a)] [K () : K] =s.

Nach Satz Algebra 1, 3.29 kann jedes 0; (1 < i < s) zu einem K-Automorphismus
a; von M fortgesetzt werden.

Man beachte, dal wir &; zwar fest wiahlen konnen, &; jedoch i.a. nicht eindeutig ist.

Wir erhalten somit ng = rs K-Isomorphismen von L in M mittels:

054 325'1'7']' (1§Z§S,1§]§T’)
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Ist nun ¢ irgendein K-Isomorphismus von L in M, so ist ¢| k@) = 0, fiir ein
io S {1, ,8}.

Also 1aBt 65" ¢ : L — M gerade K (o) fest, d.h. 65" ¢ = 7, fiir ein jo € {1,... ,7}.
Also ist insgesamt ¢ = 7;, T, .

Wir haben noch o;; # oy fir (i,5) # (k,l) zu zeigen. Sei also 0;; = oy, also
0;T; = 0% T bzw. oyl o 7; = 7. Die Einschrénkung auf K () liefert o, 1o | K(a) = id
bzw. 0; = 7;| k(o) = Ok | K(a) = Ok, also @ = k. Danach ist dann auch &; = &} und
7; = 7, folglich j = L. m

Bemerkungen:

(1) Isomorphe Teilkorper heiflen ,, Konjugierte*.
Ist M /K normal und endlich, so hat L als Zwischenkérper mit [L : Klsep =: 19
maximal ngy verschiedene K-Konjugierte.

(2) Ist M/K eine endliche normale Erweiterung, so ist #G(M/K) = [M : Klsep.

SATZ 3.18: Es sei M/K endlich und normal.
Ist fira € M :o(a) =aVa e G(M/K), dann ist « iiber K rein inseparabel.

Beweis: Das Minimalpolynom von « kann nur eine Wurzel haben. 0

Bemerkungen: Ist L/K endlich und normal, so ist F' := {a € L|o(a) = aVo €
G(L/K)} ein Korper(!), der K enthélt. Nach 3.18 ist F'/K rein inseparabel. Ferner
ist L/F separabel, wie wir im Rahmen der Galoistheorie bald zeigen werden.

Normen und Spuren

Im folgenden sei L/K endlich mit [L : Klsp = no und I'/ K endlich und normal mit
I' O M fixiert. Gemé&f} 3.17 existieren gerade ny K-Isomorphismen o, ... ,0,, von
L auf Teilkorper von I', die K enthalten.

DEFINITION 3.19: Fir Elemente o € L definieren wir Norm

o [L:K]i
NL/K(O{) = (1:[ O'j(Oé))

und Spur(Trace)

no

Trp k(o) = [L: KJ; Z o).

J=1

HILFSSATZ 3.20: Ist mg i (t) =" +c1 t" 1+ ...+ ¢ € K[t], so gilt

NL/K(CV) _ ((_1)rcr)[L:K(Oé)}
Trpk(a) = —[L: K(a)la.

9

Bemerkung: Fiir einen Koérperturm M/L/K gilt [M : K|, = [M : L],[L : K], fir
x € { ,sep,i}.

Beweis: Es sei mg = [K(a) : Klsp. Also existieren gerade 7q,..., 7Ty, K- Iso-
morphismen von K(«) in Teilkérper von I'. Deren Fortsetzungen (fixiert!) zu I'-
Automorphismen seien 17, ...,T,,. Ist 7o = [L : K(a)]sep, SO existieren genau g

K (a)-Isomorphismen ; von L auf Teilkérper von I', und wie im Beweis zu 3.17 sind
dann p;; :=T; K; alle K-Isomorphismen von L. Also erhalten wir:
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Nisla) = (n ) Timg() = (117 ()™
Trp(a) = [L: K] 2% X502 Tikjla) = noll: K] 272 7i(a)
= % K(a )]sep [L: K( )] [ (() K1 325 i)

K(a)] [K(a) : K], 3

Andererseits ist in I'[¢] :

)

Meai(t) = (ﬁ (t—Ti(a)>>[K(a):K]i, also

=1
[
Bemerkungen:
(1) Norm und Spur sind Elemente des Grundkorpers K.
(2) Norm und Spur sind unabhéngig von der Wahl von I'.
Eigenschaften von Norm und Spur
HILFssATZ 3.21: Es seien M/L/K endlich, a € K, o, € L, x € M.
Dann gilt:
(1) N/ (@) = Ny (@) Npyk(B), Troyjx (a4 B) = Trox (@) + Troyx (6);
(2) Ni/x (@) = al"", Trp ) (a) = [L : K
(3) Nagyx (2) = Ny (Nagzz (=), Tragyxe () = Trryne (Tragyz ().
Beweis:  Ubungen.
DEFINITION 3.22: Sind L/K endlich vom Grad n und ay,... ,«, eine K-Basis
von L, so heiBt d(ay, ... ,q,) = det (TrL/K(ai aj)) Diskriminante der Basis.
Sind ay,...,q, sowie (i,...,[, zwei Basen von L/K, so ist d(ai,...,q,) =
d(Bi,...,0n)a* mit a € K, a # 0. Man kann also als Diskriminante d(L/K) von
L/K die Quadratklasse d(ay,. .. ,a,) (K*)? erkliren.

SATZ 3.23: d(L/K) =0« TrL/K () =0V aelL.

Beweis: ,, <" trivial. ,=“ Die Spalten der Matrix (Trz,x(cs0;)) sind linear abhén-
gig.

Also existieren by, ... ,b, € K, nicht alle gleich 0, mit
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ij Trp k(0Gag) =0 (1 <i<n).

J=1

Folglich ist 3 := 377 ; bja; # 0. Fiir o € L existiert demnach v = Z c;o; € L mit
j=1
a=[.

Es folgt:

TI'L/K( TI‘L/K (Z C; O Z b Oéj) = Z C; TI'L/K (Z bj a; Oéj) = 0.
j=1

=1

SATZ 3.24: d(L/K) # 0 < L/K ist separabel.

Beweis:

(1) L/K inseparabel = Trp k(o) =0V a € L =(35)d(L/K)=0
(2) L/K separabel LIS K (@), mqyKk (t) hat keine mehrfachen Wurzeln.

Esist 1, a ..., a"~ 1 (n = deg(ma,K)) eine Basis von L/K. Hierfiir ist
d(1,a,...,a" ")
Quadrat einer Vandermonde Determinante, also von 0 verschieden. O

Beispiel:

K=Q, L=Q(y/m), [L:K]=2, L/K separabel.
Eine Basis ist 1, \/m.

Fir a = a + by/m ist

Tr(a) = 2a, N(«a) = a® —mb?
d(l,0) = (1?;?;))%82)) = (22 g?aQanb?))
— b

B ist ) t—a fiir b=10
s ist mg =
/e t? — Tr(a)t + N(a)  sonst.
DEFINITION 3.25: Ein Kérper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls fiir jede

algebraische Erweiterung L/K bereits L = K gilt. K heiBt algebraischer Abschlufs
des Korpers K, falls K /K algebraisch und K algebraisch abgeschlossen ist.

SATZ 3.26: Ein Korper K besitzt einen algebraischen Abschlufi K, und je zwei
algebraische Abschliisse von K sind K-isomorph.

Beweis:
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Existenz
Betrachte die Menge M aller geordneten Paare (f(t), n) € K[t] x N.
Identifiziere K mit den Paaren (t —a, 1) fiir a € K. Definiere K, := {(z,y, 2) €
M3 |x+y=z}und K. := {(x,y,2) € M3 | 2y = z}.
Folglich existiert eine nicht leere Famile § von Tripeln (A, A;,A,) € 2M x
(2M)3 x (2M)3 mit den Eigenschaften

(a) A ist mit den Operationen +: A x A — A: (z,y) — z mit (x,y,2) € Ay

und * : Ax A— A: (z,y) — z mit (z,y,2) € A, ein Korper,

(b) x = (f,n) € A hat das Minimalpolynom f.
Fiir Elemente A, B von § schreiben wir (A, A, , A,) < (B, By, B,), falls B
Oberkorper von A ist, d.h. AC B, A, C B, und A, C B,.
Damit wird § partiell geordnet, und jede Kette in § besitzt darin eine obere
Schranke (Vereinigungsmenge!). Folglich enthilt § ein bzgl. < maximales Ele-
ment (I', T, I',). GemaB (b) ist I'/ K algebraisch.
Annahme, I' ist nicht algebraisch abgeschlossen. Dann existiert eine echte alge-
braische Erweiterung A von I'. Jedes o € A ist hierbei iiber K algebraisch.
Es sei f(t) = ma/k(t). f(t) habe in I' Wurzeln oy, ... , o, sowie in A\ I' die
Wurzeln oy, ..., iy
Die Elemente aj,...,a, entsprechen dabei Elementen (f(¢), n;) (1 <i <)
aus Kt] x N.
Wir bilden folglich a1, ..., oy, auf (f(t), n;) mit Non; ¢ {n;,... ,n;_1} ab.
Damit entspricht A einer echten Obermenge in §, Widerspruch!
Eindeutigkeit bis auf Isomorphie.
Wir nehmen an, daf K und K beides algebraische Abschliisse von K sind.
Es bezeichne 9t die Menge aller geordneten Tripel (L, L, Y)mit K C L CK,
KCLCK, ¢ : L — L Isomorphismus.
Es ist () # SIR wegen (K, K id) € 9.
Wir ordnen 9 partiell gemafl (L, L, V) < (L, L, ) fir L C Ly, L C
L1> 1/J1 | L w
Es sei (F, F', ®) maximales Element in 90 gem#f Zorn’s Lemma.
Ist F = K, so ist notwendig F = ®(F) algebraisch abgeschlossen, also £ = K.

Existiert Jedoch x € K\F, so besitzt x ein Minimalpolynom my/p(t).
Hierfiir ist ®(mg,r(t)) € F[t] irreduzibel, und @ 1a8¢t sich fortsetzen zu einem Iso-
morphismus ® : F(x) — F(&) im Widerspruch zur Maximalitéit von (F, F, ®).

Also muB F = K, F = K gelten.
O



KAPITEL 4

(Galoistheorie

SATZ 4.1: Es seien K, L zwei Korper und o; : K — L (1 < i < n) verschiedene
Isomorphismen.

Dann sind o7, ... ,0, im folgenden Sinn linear unabhéngig: % | a;0;(8) = 0 fiir
feste aq,... ,a, € L und alle § € K impliziert a; = 0 (1<i<mn).

Beweis: Mittels Induktion iiber n/!

n =1 : trivial (speziell ist o1(1) = 1!).

n—1 = n: Essei Z a;0;(0) =0 VG € K vorgegeben. Es sind 07 und o,, verschieden,

i=1
also existiert v € K\{0, 1} mit o1(y) # 0,(7). Hierfiir gilt: o,,(y™') 30, ayoi(78) =
0 VB € K, und wir subtrahieren hiervon "', a;0;(8) = 0 V3 € K. Dies liefert
(o (v Y oi(y) —1)0i(8) = 0 VB € K. Nach Induktionsannahme gilt
dann «; (6, (Y ) o (7) = 1) =0 (1 <i<n-—1),also a; = 0. Wiederum nach
Induktionsannahme folgt dann auch ap, = ... = a,, = 0. [
HiLFssATz 4.2: Es seien K, L zwei Korper und o; : K — L (1 <i<n)
verschiedene Isomorphismen.
Dann ist F' := {a € K | 01(a) = ... = o,(a)} ein Unterkorper von K mit
[K : F] > n.

Beweis: F' Teilkorper ist klar, es bleibt die Gradaussage zu zeigen. Indirekt! Wir
nehmen [K : F] = r < n an. Dann existiert eine F-Basis wy,...,w, von K/F.

Danach hat das lineare Gleichungssystem i oj(w))X; =0 (1 < i < r) eine nicht
j=1
triviale Losung X4,..., X, in L.

Fiir beliebiges a € K, a = YI_ auw; (o; € F, 1 <1i <r), liefert dies
Z O'j(Oéiu)i)Xj =0
j=1

(1 < i < r) (mittels Multiplikation der i-ten Gleichung mit oy(;) = o2(a;) =
... = on(ay)). Addition aller Gleichungen ergibt >7_, 0;(a)X; = 0 Va € K,
Widerspruch! O

Anwendung:

Es sei L eine endliche K-Erweiterung, G(L/K) bezeichne die Gruppe aller K-
Automorphismen von L. Ferner sei H eine Untergruppe von G(L/K) und Fix(H) :=
{a € L|o(a) =a Vo € H}. Dann ist Fix(H) ein Teilkorper von L, der K enthélt,
und es gilt [L : Fix(H)] > (H : 1). Fix(H) heifit Fizkirper bzgl. H (Bezeichnung:
Fix(H)).

Beispiel: Es sei L = K (t). L besitzt u.a. folgende 6 Automorphismen o,
33
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welche durch o1(t) = t, o9(t) = 1 —t, o3(t) = 5, 0u(t) = 1 — 1, o5(t) = 5,
o6(t) = 1= festgelegt sind.

Es sei F dememge Teilkorper von L, der von allen 6 Automorphismen elementweise

invariant gelassen wird. Hierfiir gilt [L : F] > 6. Es steht sogar das Gleichheitszei-
(2 —t+1)

2t —1)2

Also ist F} : = K(g(t)) ein Teilkorper von F, d.h. [L : F}] > 6. Wegen (t*? —t+1)3 —
g(t)t*(t — 1)? = 0 in Fi[t] ist t Wurzel eines Polynoms vom Grad 6 aus F}[t], also
[Fi[t] - F1] <6 und damit F' = K(g(t)).

SATZ 4.3: Es sei G eine endliche Gruppe von Automorphismen eines Korpers L
und F' = Fix(G) der zugehorige Fixkorper. Dann gilt [L : F] = (G : 1).

chen: Denn ¢(t) : = liegt in F.

Beweis:
GeméB 4.2 ist F' Teilkérper von L mit [L : F| > (G : 1) =: n. Wir nehmen
an, dafl L iiber ' n + 1 linear unabhéngige Elemente wy, ... ,w,1 enthalt. Fiir
G ={o1,...,0,} betrachten wir das homogene lineare Gleichungssystem

n+1

j=1
Hierfiir sei Xy, ..., X, 41 eine nicht triviale Losung in L. Unter allen Losungen des

Gleichungssystems wéhlen wir nun eine aus, bei der minimal viele X; von Null
verschieden sind. Durch Umordnung der Basis erreichen wir also etwa
ZO'i<CUj>XjIO (1§z§n,r§n+1,X1Xr7£O)
j=1
Offenbar mufl » > 2 sein. AuBerdem normieren wir X, zu 1 und nehmen noch X; ¢ F
an (alle X; € F = wy,... ,w, linear abhéngig), d.h. es existiert h € {1,... ,n} mit
on(X1) # Xi. Anwendung von oy, auf alle n Gleichungen ergibt

Zah Jonoi(w;) = 0 (1 <i<mn), also

ZO’h O'k wj =0 (1§k§n)

Subtraktion vom Ausgangssystem liefert:
Zakw] i—on(Xj) = 0 (1<k<n).

Wegen X # 04,(X;) steht dies jedoch im Widerspruch zur Minimalitét von r. [

Es sei I'/K normal, endlich, und F sei der Fixkorper von G(I'/K). Wir haben
gesehen, daf§ F'/K rein inseparabel ist 3.18.

Offenbar ist G(I'/F) = G(I'/K), also nach 4.3:
[[: F] =4G(/F) 2" I : Flyp.
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Folglich ist I'/F' separabel. Wir merken noch [[': F| = §G(I'/K) = [I' : K] an, so
da [F: K] =[I" : K], folgt.

DEFINITION 4.4: Eine algebraische Erweiterung L/K heifit Galoiserweiterung,
falls K der Fixkorper von G(L/K) ist. In diesem Fall heiBt G = G(L/K) Ga-
loisgruppe von L/K.

SATZ 4.5: L/K endlich: L/K galoissch <= L/K normal und separabel.

Beweis: ,,<=“ Es sei F' := Fix(G(L/K)) der Fixkorper zu G(L/K). Hierfiir ist [F :
K|=[L:K];=1,also F =K.

.= Es sel a € L. Betrachte o; := oj(a) fir G(L/K) = {o1,...,0,}, hierun-
ter seien - evtl. Umnummerieren - aq, ... , a, paarweise verschieden. G' permutiert

{ai,...,a.}. Alle symmetrischen Funktionen in «j, ..., «, bleiben demnach G-
invariant, speziell ist g, (t) := [I;_, (¢t — o;) demnach aus K = Fix(G).

Ein irreduzibler Teiler §(¢) von ¢(t) in K[t] hat dann mit einer Nullstelle a; alle a;
als Nullstellen, also ist g, () = mq(t). O

Bemerkung: L/K galoissch und K C E C L = L/E galoissch.
SATZ 4.6 (Hauptsatz der Galoistheorie): Es sei L/K eine endliche Galoiserweite-
rung. Dann gibt es eine Bijektion zwischen den Zwischenkérpern K C F' C L und
den Untergruppen von G(L/K) mittels

F o G(L/F).

Dabei ist F//K genau dann galoissch, wenn G(L/F') Normalteiler in G(L/K) ist.
In diesem Fall gilt:

G(F/K) = G(L/K)/G(L/F).

Beweis:

(1) Zunéchst ist ' — G(L/F) eine injektive Abbildung: denn fiir Zwischenkorper

E # F sei x € E\ F beliebig. Da L/F separabel ist, existiert nach 3.18 ein
o€ G(L/F) mit o(x) # z, also 0 ¢ G(L/E).
Es bleibt die Surjektivitit zu zeigen. Dazu sei H eine Untergruppe von G(L/K)
und Fix(H) der zugehorige Fixkorper. Dann ist L/ Fix(H) normal und separa-
bel, also galoissch mit Galoisgruppe G(L/ Fix(H)). Also gilt H < G(L/ Fix(H)).
GeméaB 4.3 ist [L : Fix(H)] = (H : 1) und nach 3.17:

L : Fix(H)] = (G(L/ Fix(H)) : 1),

also H = G(L/Fix(H)).

(2) Seinun K C E C L.
Wir nehmen zunéchst £/ K als galoissch, d.h. normal und separabel, an. Ferner
seien 0 € G(L/K) und 7 € G(L/E). Fiir a« € E ist o(a) € E, also 07 '70(a) =
o~ 'o(a) = a, und damit c~'70 € G(L/E). Damit ist G(L/E) Normalteiler.
Umgekehrt sei G(L/E) < G(L/K). Trivialerweise ist E/K separabel, es bleibt
E/K normal zu zeigen. Dazu sei f € K|t| irreduzibel mit Nullstelle a € FE.
In L[t] zerfdllt f in Linearfaktoren, alle Nullstellen sind dabei von der Form
o(a) (o € G(L/K)). Fir alle 7 € G(L/FE) existiert nun p € G(L/FE) mit
7 =o0po !, dh. 7(c(a)) = opo~(o(a)) = op(a) = o(a). Damit folgt o(a) €
Fix(G(L/E)) = E. Also zerféllt f bereits in E[t] in Linearfaktoren, und E/K
ist normal.
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(3) Definiere ¢ : G(L/K) — G(E/K) : 0 + o |g. ¢ ist Homomorphismus we-
gen o |g Automorphismus und geméfl Algebra 1, 3.29 surjektiv. ker ¢ = {0 €
G(L/K) | o |p = idg} = G(L/FE). Damit folgt die behauptete Isomorphie aus
dem Homomorphiesatz fiir Gruppen.

O]
KOROLLAR 4.7: Es sei L/K galoissch, E, F seien Zwischenkorper. Dann gilt:
ECF & G(L/E) DG(L/F).
SATZ 4.8: Essei L/K eine Korpererweiterung mit Zwischenkorpern E, F'. Ist dann
E/K eine endliche Galoiserweiterung, so ist E'F eine Galoiserweiterung von F' mit
G(EF/F) = G(E/ENF) speziell gilt daher G(EF/F) = U < G(E/K).
EF
E
F
ENFE (
o
K

Beweis: F/K ist Zerfillungskorper eines Polynoms f € K|t|, dessen Faktoren lauter
einfache Nullstellen besitzen. Dann ist auch EF' Zerfallungskorper von f € F[t], d.h.
EF/F ist normal und separabel, also galoissch. Es seien nun ¢ € G(EF/F) und
ai, ... ,a, die verschiedenen Nullstellen von f. Dann induziert ¢ eine Permutation
dieser Nullstellen, die einem Element ¢ € G(FE/K) entspricht. Verschiedene o in-
duzieren so verschiedene &, die Zuordnung o — & liefert einen Isomorphismus von
G(EF/F) auf eine Untergruppe von G(E/K). ¢ (und damit &) 148t jedes Element
von F'N E invariant, d. h. 6 € G(E/ENF).

Jedes Element 6 € G(E/E N F) permutiert ay, ... ,a, und ist daher als Bild eines
o € G(EF/F) erhiltlich. Also folgt die behauptete Isomorphie. O

DEFINITION 4.9: Es sei L/K galoissch.
Ist dann G(L/K) abelsch, zyklisch etc., so heiit auch die Erweiterung L/ K abelsch,
zyklisch etc..

Beispiel:
Fiir f(t) = t3 — 2 € Q[t] ist der Zerfillungskérper K = Q(3/2, v/—3).
Demnach ist [K : Q] = 6 und K/Q normal und separabel, also galoissch.

Alle 6 Q-Automorphismen von K sind durch ihre Wirkung auf v/2 und /=3 ein-
deutig bestimmt.

—1++-3

Wir setzen € := 5

(= & =1!) und

oo K—>Kmittels§7§|—>\3/§,\/__._>_\/__3 (§|—>§2),
7 ¢ K — K mittels V2 — £92, V=3 — +V/=3 (£ &)
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und erhalten folgende Tabelle:

2

72 ‘ lﬁ 5%527;/5 SRR CARL
ARG b AR

Die Untergruppen von G(K/Q) = S; sind:
H, ={id, ¢}, Hy = {id, o7}, Hs = {id, o7}, H, = {id, 7, 7°}.
Diesen entsprechen die Fixkorper
Ly = Q(V2), Ly = Q({V2), Ly = Q(€*V/2), Ly = Q(v=3).
Also ist L,/Q galoissch, jedoch L;/Q nicht normal (1 <i < 3).

K

a

Ls

Endliche Korper

SATZ 4.10: Es sei K eine endliche Erweiterung von F, vom Grad n. Dann ist
K/F, galoissch mit G(K/F,) = (o), wobei o der Frobenius-Automorphismus von
K ist, §(c) = n.

Ist L eine Erweiterung von K vom Grad m, so ist auch L/K galoissch mit Galois-
gruppe G(L/K) = (1), wobei 1 durch z + 2" gegeben ist, (1)) = m.

Beweis:

(1) Die Erweiterung K/F, ist normal als Zerfillungskérper von 7" — ¢; sie ist se-
parabel, weil F, vollkommen ist. Die Abbildung ¢ : K — K : x +— 2P ist -
wie frither gezeigt - ein Monomorphismus, der wegen K < oo surjektiv ist. Da
fir € F, zudem z? = x gilt, ist 0 € G(K/F,). Wir betrachten die zyklische
Untergruppe () =: U von G = G(K/F,). Es gilt: 0¥ : K — K : x — 27", d.h.
oV = idy erstmalig fiir v = n. Also ist U = n = G und damit U = G.

(2) L/K ist galoissch (vgl. (1)). Wegen 4.3 gilt: {G(L/K) = [L : K] = m.

Als Untergruppe von G(L/F,) ist G(L/K) zyklisch. Die Gruppe wird erzeugt
durch ) : L — L : x s 27",
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]

Kreisteilung

DEFINITION 4.11: Es sei K ein Primkorper. Jede Wurzel des Polynoms t" — 1 &
K|[t] heifit n-te Einheitswurzel iiber K. Der Zerfallungskorper K, von t" — 1 heifit
n-ter Kreisteilungskorper (Kreiskorper, engl. Cyclotomic Field) iiber K.

Im folgenden seien stets die Voraussetzungen von 4.11 gegeben.

In K, zerfdllt " — 1 in Linearfaktoren. Fiir die Nullstellenmenge F,, von t" — 1 in
K, gilt dabei:

SATZ 4.12: Es sei t" — 1 € K]Jt], K Primkorper. Im Zerfallungskérper K, von
t" — 1 bezeichne E,, die Nullstellenmenge von t" — 1 (£F,, < n). Dann gilt:

(1) E, ist zyklische Untergruppe von K*.

(2) Fiir x(K) = p mit p|n gilt £, = En/p.

(3) Fiir x(K) 1 n gilt §E, = n.

(4) Ym € N gilt E,, C Ep, also K, C K.

Beweis:

(1) GeméB 2.10, denn mit z,y € K, und z" = y" = 1 folgt (zy)" = (zy~!)" =1,
also B, < K*.

(2) Es sei n = pm; es folgt t" — 1= (") — 1 = (t™ — 1)P.

(3) t" — 1 besitzt n Nullstellen in K, die wegen ggT(t" — 1, (t" — 1)) = ggT(¢" —
1,nt"1) = 1 alle verschieden sind. (Beachte: n # 0 in K,,).

(4) 2" =1= 2" =1Vm € N.

O

Wegen 4.12.(2) kénnen wir im weiteren stets x(K) 1 n annehmen! Dann gilt E,, =

(&), tE, = n, also E, = {1,¢,... "1}

Jedes erzeugende Element der zyklischen Gruppe E,, heifit dann primitive n-te Ein-
heitswurzel.

Ist £, = (£), so gilt K, = K[¢]. Wegen ord(§™) = g7 8ibt es genau ¢(n) primi-
tive n-te Einheitswurzeln. Hierbei mifit die Eulersche Funktion ¢ die Anzahl der zu

n teilerfremden Zahlen in {1,2,... ,n}. Es bezeichne F), die Menge der primitiven
n-ten Einheitswurzeln, dann gllt Fn C E,, tF, = ¢(n).

HiLFssaTZ 4.13: (1) Fir m # n,m,n € Nist £, N F, = 0.
(2) E, = dLIJFd.

(3) n=X ¢(d).

dln

Beweis:

(1) Trivial.
(2) Klar ist zunéchst E,, O |J F;. Die Vereinigung ist wegen (1) zudem disjunkt. Ist
dln
andererseits £ € E,, so existiert ein minimaler Exponent m € N mit ™ = 1
und m|n. Hierfiir ist £ eine primitive m-te Einheitswurzel.

(3) Folgt sofort aus (2).
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L]
DEFINITION 4.14: ®,(t) := [l¢er, (t—&) € K, [t] heiit n-tes Kreisteilungspolynom
iiber K.

Bemerkungen:

Offensichtlich ist deg(®,) = ¢(n).

T .
Ist £ irgendeine primitive n-te Einheitswurzel, so gilt ®,(t) = I (t—¢"). Damit
=1
ggT(i,n)=1

folgt aus 4.13.(2) unmittelbar " — 1 = [y, Pa(t) in Ky[t].
SATZ 4.15: Es ist ®,(t) € K]|t]; speziell fir K = Q gilt sogar ®,,(t) € Z][t].

Beweis: Mittels Induktion nach n!
1,...,n—1—n: Wegen

" —1=[]®a®) ist ®,(t) = (" —=1)/ (J[(Pa(t)) in K,(t)

din
d<n

=:gn () eK[t] DZW. Z][1]
nach Induktionsannahme.
Also existieren Polynome h,,(t), 7,(t) aus K[t] bzw. Z[t] mit " —1 = h,,(t)gn(t)+r.(t)
und deg(r,) < n — ¢(n). Da diese Zerlegung auch in K, (t) Giiltigkeit besitzt, folgt
rn(t) = 0 und h,(t) = D,(¢). O
SATZ 4.16: Es gilt [K,, : K| = ¢(n) fir K = Q; speziell ist ®,,(¢) in Z[t] irreduzi-
bel, K,,/Q galoissch.

Beweis: Offenbar ist [K,, : K] < ¢(n), da ®,(¢) in K, in Linearfaktoren zerfallt und
K, = K(§) mit ¢ Nullstelle von ®,, ist. Wir zeigen also noch [K, : K| > ¢(n).
Dazu sei € eine Nullstelle von ®,,(¢) mit Minimalpolynom me(t) € K[t|. Hierfur gilt
me(t)| D, (t), d.h. es existiert h(t) € K[t] (nominiert!) mit ®,, = m¢h.

Wir zeigen: Ist nun = Nullstelle von m,, so auch z? fiir alle Primzahlen p, die n nicht
teilen. Daraus folgt dann sofort, dafl jede primitive n-te Einheitswurzel Nullstelle
von mg ist, also me(t) = @,(t) gilt.

Annahme: 2? ist keine Nullstelle von mg. Dies bedeutet wegen ®,,(27) = 0 jedoch
h(z?) = 0, d.h. z Nullstelle von h(t?) bzw. m¢(t)|h(t?) oder h(t?) = me(t)g(t) in Z[t].
Also folgt wegen h(t?) = h(t)? mod pZ[t] auch h(t)? = me(t)g(t) mod pZ[t], d.h. in
F,[t] gilt: ggT(h,m¢) # 1, was dann bedingt, dafl t* — 1 mehrfache Nullstellen in
F,[t] besitzt. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu p f n. O
Beispiel:

Uber F5 gilt:

Ppt) =t - 4+1=( -2 -1DE+2t—1) =t -t —E)-(t— €Nt -
4.16 wird falsch!

Bemerkung:
Uber F, mit ptn ist [K, : K] = min{m € N|p™ — 1 = 0 mod n}.
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SATz 4.17: Fir n € Nist G(K,,/Q) =2 U(Z/nZ).

Beweis: Es seien ¢ eine (feste) primitive n-te Einheitswurzel, K, = Q(§), und h € N
mit 1 < h < n, ggT(h,n) = 1. Dann sind & und £" beide Nullstellen des irredu-
ziblen Polynoms ®,,(t) € Z][t], welches in K, [t] in Linearfaktoren zerfillt, und es gilt

Wir definieren ¢ : U(Z/nZ) — G(K,/Q) : h + nZ +— oy, wobei oy, : K, — K,
mittels £ — &" gegeben ist. Offensichtlich ist o, ein Element aus G(K,,/Q), ¢ ist
wohldefiniert wegen £™ = 1, injektiv (und damit surjektiv).

Zur Homomorphie: p(hk +nZ) = op, = opor = @(h +nZ)p(k +nZ). O
KOROLLAR 4.18: Der n-te Kreiskorper K, ist abelsch iiber Q. Alle Zwi-
schenkorper F' mit Q C F' C K, sind iiber Q abelsch.

SATZ 4.19 (Kronecker-Weber): Jeder iiber Q abelsche Kérper ist Teilkorper eines
Kreisteilungskorpers.

Wenn iiberhaupt, dann spéter. Il

Zyklische Erweiterungen

SATZ 4.20: Es sei K ein Korper, n € N mit y(K) { n, K enthalte eine primitive
n-te Einheitswurzel (.

(1) Ist o Nullstelle von t™ — a € K|[t], so ist K(«) zyklisch iiber K.

(2) Ist L/K zyklisch vom Grad n, so ist L Zerféllungskorper eines Polynoms " —
a € KJt].

Beweis:

(1) Ist a Nullstelle von " — a und ( eine primitive n-te Einheitswurzel, so gilt
t"—a=I1"""i=0(t—af) in K(a)[t]. K(a) ist also Zerfillungskorper eines
separablen Polynoms iiber K also separabel nach . Also ist K (a))/K galoissch.
GeméaB Algebra 1, 3.18 enthalt G(K (a)/K) Automorphismen o; gegeben durch
a — o’ (fiir a¢’ Nullstelle von mg(t)).

Analog zum Beweis von 4.17 erhélt man einen Gruppenepimorphismus

Y (Z/nZ,+) — G(K(a)/K) : k+nZ — oy,

also ist G(K(a)/K) isomorph zu einer Faktorgruppe von (Z/nZ,+), also zy-
klisch.

(2) GeméiB 4.1 sind die Automorphismen o; := ¢ (0 < i < n) fir G(L/K) = (o)
linear unabhéngig.
Mit ¢ € K bilden wir i := og+(o1+. . .+("L0,_1. Hierzu exististiert danny € L
mit 0 # (= p(y) = iy ('oi(7). Also gilt auch 0 # () = X7, (“loi(y) =
¢ tu(ry), sowie o(8") = ", und damit a := " € K = Fix(G(L/K)) = Fix(<
o >). Folglich ist 3 € L Nullstelle von " — a € K[t]. Mit 3 sind auch o7(3) =
B¢ (0 < 4 < n) Nullstellen von mg(t) € K]|t], diese sind jedoch paarweise
verschieden, also folgt deg(mg) > n. Wegen mg(t)|(t" — a) folgt hier Gleichheit
und wegen G(L/K) =n=[L: K| = [K(f) : K] dann auch L = K(f3).
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Auflosung algebraischer Gleichungen durch Radikale

Im folgenden sei K ein Korper der Charakteristik 0.

DEFINITION 4.21: Eine Korpererweiterung L/K heifit Radikalerweiterung, wenn
es einen Korperturm

K=KyCK,Cc...CK,=1L

gibt, bei dem K; aus K;_; durch Adjunktion einer Wurzel von t" — a;, € K;_4]t]
entsteht.

Eine Gleichung f(z) = 0 mit f(¢) € K|[t] heifit durch Radikale auflosbar, falls es
eine Radikalerweiterung L/ K gibt, die einen Zerfallungskorper von f als Teilkorper
enthalt.

SATZ 4.22: Zu jeder Radikalerweiterung L/K existiert eine iiber K galoissche
Radikalerweiterung M/L/K.

Beweis: Mittels Induktion nach r = [L : K].
r =1. Esist L = K, also nichts zu zeigen.

Sei also 7 > 1 und L/K Radikalerweiterung mit Kérperturm K = Ky C K7 C Ky C
...CK,=L.

1. Fall: m = 1. Dann ist L = K(«) mit o" = a € K. Ist dann ( eine primitive n-te
Einheitswurzel, so setze M := L(¢). Dann ist K C L C M ebenfalls Radikalerwei-
terung. Hierin ist nun M als Zerfallungskorper von (" — a)(t™ — 1) galoissch iiber
K.

2. Fall: m > 2. Dann ist K,,_; Radikalerweiterung von K mit
[L: K]
[L : Kmfl]
Nach Induktionsvoraussetzung exisitiert eine galoissche Radikalerweiterung N iiber
K, die K,,_; umfafit. Wegen 4.5, Algebra 1, 3.28 ist N Zerfallungskorper eines
Polynoms g € K[t]. Nach Induktionsvoraussetzung gilt L = K,,_1(7y) mit v €

K,,_1. Hiermit bilden wir das Polynom

f(t) = l(_[/ )(t" —o(y") = X_ait' € N[t].

Nach Konstruktion ist f invariant unter allen o0 € G(N/K), d.h. o(a;) = a; V;, also
a; € Fix(G(N/K)) = K.

(K1 K| = <[L:K]=r.

Es sei nun M der Zerfallungskoérper von f iiber N. Nach Konstruktion von f ist
M Radikalerweiterung von N, also auch von K. Wegen f(vy) = 0 gilt v € M, also
L C M. Es bleibt zu zeigen, dafl M /K galoissch ist. Offenbar ist M Zerfallungskorper
von gf iiber K (beachte f € KJt]!), also ist M/K normal (Algebra 1, 3.28) und
separabel (y(K) = 0). O
SATZ 4.23: Es sei f € KJ[t| mit deg(f) > 1. Dann ist f(z) = 0 genau dann
durch Radikale auflosbar, wenn fiir einen Zerfallungskérper L von f iiber K die
Galoisgruppe G(L/K) (Galoisgruppe von f) auflosbar ist.

Beweis:
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Es sei L Zerfallungskorper von f € K|t] und G(L/K) auflosbar.

Wir setzen n := [L : K|. Zundchst nehmen wir an, dafl K eine primitive n-te
Einheitswurzel ¢ enthélt. Zu G := G(L/K) gehore die Kette G =: Go D G; D
... D Gy = 1 mit G;/G;11 zyklisch (vgl. 1.20.(2)) Ferner sei F; := Fix(G;),
n;|n, also enthélt F;_; eine primitive n;i-te Einheitswurzel.

Wegen G; <« G,;_1 ist F;/F;_; galoissch (vgl. 4.6 die betreffende Galoisgruppe
ist isomorph zu G;_1/G;, also zyklisch. Nunmehr wenden wir 4.20.(2) an und
erhalten F; = F;_1(«;), mit a; Wurzel eines Polynoms t" — 3; € F;_;[t]. Also ist
L/K Radikalerweiterung fiir f.

Enthélt K dagegen keine primitive n-te Einheitswurzel, so bilden wir den Zer-
fallungskorper M von t" — 1 € L[t], der dann eine primitive n-te Einheitswurzel
¢ enthélt. Damit setze K7 := K(¢) und Ly = K L. Ly ist nun Zerfallungskorper
von f iiber K; und G(L;/K)) ist isomorph zu einer Untergruppe von G =
G(L/K) nach 4.6, 4.8.

Nach 1.21.(1) ist G(L;/K;) auflésbar. Fiir m := [L; : K] gilt m|n, also enthalt
K, auch eine primitive m-te Einheitswurzel £&. Wie im ersten Teil des Beweises
gezeigt, existiert ein Koérperturm Ky =: Fy C Fy C ... C F, := Ly, also L, /K,
Radikalerweiterung. Wegen K; = K(() ist auch L;/K Radikalerweiterung mit
Ly O L, d.h. f(z) ist durch Radikale auflosbar.

Sei nun umgekehrt f(z) durch Radikale auflésbar.

Nach 4.22 exististiert ein Korperturm K =: Ko C Ky C ... C K, =@ M,
M /K Radikalerweiterung, M enthilt Zerfallungskorper L von f iiber K, M / K
galoissch.

Firi=1,...,rist dabei K; = K;_1(«;), oy Wurzel von t" — 3; € K;_{[t]. Setze
n:=ny-...-n, und bestimme primitive n-te Einheitswurzel  in Erweiterung
von M (Zerfallungskorper von t"—1 € M[t]). Firi=1,... 7 setze F; := K;(().
Dann ist K(() =: Fy C F; C ... C F, eine normale Radikalerweiterung von
K((). Hierbei ist jeweils F; = F;_1(a;) = K;_1(a;, (), und F;_; enthélt eine
primitive n;-te Einheitswurzel. Nach 4.20.(1) ist F; demnach iiber F;_; zyklisch.
Mit H; .= G(F,/F;) (0<i<mn)ist HyD H;y D Hy D ... D H, =1 und dabei
Hi/Hi+1 = G(FT/E>/G(FT/FZ+1) = G( z+1/F) ZykhSCh. Also ist G(FT/F0>
auflosbar.

Wegen F, = K,.K(() = K, F, erhalten wir mittles 4.8 G(F,./F,) = G(K,/K, N
Fy) =: G, so daB auch G auflésbar ist.

SchlieBlich ist Fy/K abelsch 4.18 also K, N Fy/K abelsch und insbesondere
G(K, N Fy/K) auflsbar.

K, NFy/K galoissch impliziert G(K, /K, N Fy) <G(K,/K); die Faktorgruppe ist
dabei isomorph zu G(K, N Fy/K), also abelsch. Damit ist dann auch G(K,/K)
auflosbar nach 1.21.(2) = G(L/K) auflosbar nach 1.21.(1).

]
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Moduln

1. Einfiihrung

DEFINITION 5.1: Es sei R ein Ring. Ein (links) R-Modul M ist eine Abelsche
Gruppe zusammen mit eine Verkniipfung: o : Rx M — M mit (rs)om = ro(som),
(r+s)om=rom+somundro(m+n)=rom-+ron

M heiBt unitir, falls R ein Einselement 1 # 0 besitzt und 1 o m = m fiir jedes
m € M gilt.

Eine Teilmenge U eines R-Moduls M heifit Untermodul ( Teilmodul) von M, falls
gelten:

(1) U ist Untergruppe von M,
(2) RU C U.

(Ein Modul ist im Prinzip ein Vektorraum iiber einem Ring)

Ist M ein Modul, so ist der Durchschnitt von Teilmoduln von M wieder ein Teilmo-
dul. Also existiert zu jeder Teilmenge A C M ein kleinster Teilmodul von M der A
enthélt.

DEFINITION 5.2: Es sei M ein R-Modul. Fiir A C M bezeichne (A) den kleinsten
Teilmodul von M der A enthalt.

M heifit endlich erzeugt, falls A C M mit #A < co und M = (A) existiert.

Ist M ein unitarer Modul, so gilt

(Ay={>)_rsala€Ar, € R}

fin.

Fiir eine Familie (M;);c; von Teilmoduln von M mit
My A (M i € 1,i # j) = {0}
fiir jedes j € I heifit
FierM; = (M; | i € I)

die innere direkte Summe. Fiir eine beliebige Familie von R-Moduln wird das direkte
(duere) Produkt [T;c; M; und die duBere direkte Summe @, M; wie iiblich definiert.
Sie haben die unviversellen Abbildungseigenschaften:
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SATZ 5.3: Es sei (M;);e; eine Familie von R-Moduln.

(1) Fiir jeden R-Modul M und jede Familie ¢; € Hompg(M, M;) von Abbildung
gibt es genau eine Abbildung ¢ : M — [[;c; M; so, daf} das folgende Diagramm

kommutiert.

i

\ (m:)
¢ /
I_Iiezl' M;
Die m; : Ilier Mi — M; : (m;); — m; sind die kanonischen Projektionen.
(2) Fiir jeden R-Modul M und jede Familie ¢, € Homg(M;, M) von Abbildung
gibt es genau eine Abbildung ¢ : M — ®;c; M, so, dal das folgende Diagramm

kommutiert.
(#:)
(M;) M
\ %
(¢)
Dier M;
Die ¢ : M; — @®erM; : m; — (m;); mit m; = 0 fiir ¢ # j sind die kanonischen
Injektionen.
Ubung Il

HiLFSsATZ 5.4: Unter der Festsetzung ao(z+U) := aox+U wird die Faktorgrup-
pe M /U eines R-Moduls M mit Untermodul U zu einem R-Modul (Faktormodul).

DEFINITION 5.5: Seien M, M zwei R-Moduln und po: M — M ein Gruppenho-
momorphismus. Falls

plaom)=aop(m) Yae RVmeM
gilt, so heilt p R-Modulhomomorphismus, ¢ € Hompg(M, M)

HILFSSATZ 5.6: Seien M, M zwei R-Moduln und ¢ : M — M ein R-Modulhomo-
morphismus. Dann gelten:

(1) bild(p) = M/ ker(p),

(2) (U+V)/U=V/(UNV) fiir Teilmoduln U,V von M,

(3) M/V = (M/U)/(V/U) tir U,V wie in (2) mit U C V.

Wie fiir Gruppen, Ringe, Vektorrdume. n

DEFINITION 5.7: Fiir A C M ist Ann(A) := {r € R | Vm € A : rm = 0} der
Annulator von A. Falls Ann(M) = {0} gilt, so heifit M treu (eng. faithful). m € M
heiBt Torsionselement, falls Ann(m) # 0. Tor M := {m € M | Ann(m) # 0}. M
heifit Torsionsmodul, falls Tor M = M gilt, M heifit torsionsfrei, falls Tor(M) =0
gilt.

HiLrssaTz 5.8: (1) Fir U C M ist Ann(U) ein Linksideal von R.
(2) Ist M # {0} torsionsfrei, so hat R keine Nullteiler.
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Firm € M und ¢,, : R — M : r — rm gilt ker ¢,,, = Ann(m). Ferner:
Ann(U) = Nyev ker ¢y, daher ist Ann ein (Links-) Ideal. Es seien r # 0 # s mit
sr = 0 gegeben. Dann ist s(rm) = (sr)m = 0 und rm ein Torsionselement. O

BEMERKUNG 5.9: Tor(M) i

st im allgemeinen kein Untermodul von M (etwa M =
R =Z/6Z = Tor(M) = {0,2,3,4
)-

4} = Tor(M) ist keine Untergruppe von (M, +),
also auch kein Untermodul

HiLrssATz 5.10: Essei R ein Integritdtsring und M ein R-Modul. Dann ist Tor M
ein Teilmodul und M/ Tor M ist torsionsfrei.

Setze M := Tor(M). Seien x,y € M mit o, € R,a # 0 # 3, so daf
aox=oy=0gilt =

afo(z—y)=afor—afoy=pFo(aor)—ao(foy) =0

= 1z —y € M wegen aff # 0 = (M, +) ist Untergruppe von (M, +). Fiir z,a wie
oben folgt weiter

o(fox)=(af)oxr=pFo(aox)=0 VB e R
= fox € M= RoM C M. Also ist Tor(M) Untermodul von M.
Seiennunx—i—MGM/MundaéRmitao(a:—l—M)_ao:c—i—M M. Dies

impliziert €« oz € M = 3B € R,8 # 0 mit Baox = 0. Fiir @ # 0 ist dann
Ba#0=x€ M= x+ M= M. Also ist M/Tor(M) torsionsfrei. O

2. Freie Moduln

DEFINITION 5.11: Eine endliche Teilmenge {z1, ... ,z,} eines R-Moduls M heif}t
iiber R frei (unabhéngig), falls aus Y7, «; - 2; = 0 fiir aq,... ,a. € R bereits
a; = ... = «a, = 0 folgt. Eine beliebige Teilmenge S von M heif}t frei, falls jede
endliche Teilmenge von S frei ist.

S C M heifit Basis von M, falls S frei ist und (S) = M gilt. Ein Modul mit Basis
heifit freier Modul.

BEMERKUNG 5.12: () ist frei

M frei = M torsionsfrei. Die Umkehrung ist i. allg. falsch.

SATZ 5.13: Es sei X C M, M ein unitidrer R-Modul. Dann sind dquivalent:

(1) Fiir jeden R-Modul N und jede Abbildung ¢ : X — N existiert genau ein
Homomorphismus ® : M — N der ¢ fortsetzt.

(2) Fiir jedes z € X ist die Abbildung rx — r ein R-Modul-Isomorphismus zwi-
schen Rz und R. Ferner gilt M = +,cx Rz

(3) M ist frei mit Basis X

(4) Jedes m € M Dbesitzt eine eindeutige Darstellung m = > g, 7%

(5) M = @,ex R, wobei die Isomorphie durch (r;), — > r,z gegeben ist.
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»(1)=(2)“: Sei zy € X fixiert. Nach Vorrausstzung gibt es genau eine

1 firx=2x
Fortsetzung von x — {O . O Diese leistet soxg — s und ist daher bijektiv.
sonst.

Definiere N := (X) und ¢ : X — N : z — z. Nach Voraussetzung gibt es genau
eine Fortsetzung ® : M — N. Ferner sei v : N — M : m +— m die triviale
Einbettung. Dann gilt ¢¢(x) = z fiir x € X und daher ¥»® = id. Offenbar folgt
damit ® = id und N = M. Es sei nun 0 = Y5, r,x gegeben. Definiere ¢ : X —

x firy=ux

@rexRr iz — ( )Jyex Fir die Fortsetzung ® : M — @,¢x R gilt nun

0 sonst.
0=2>(0) = P(Xgn 72x) = g, 2P (x) = (r4), und daher r, = 0 fiir jedes z € X.
Damit folgt M = +,¢x Rx.

»(2)=(3)": M = +,ex Re = M = (X). X ist frei, da anderfalls die Summe nicht
direkt ist.

»(3)=(4)“: Jedes m € M hat eine Darstellung in der Form Y 4, 7,2 (Definition der

Basis). Es sei Y q, 722 = >, Sz2. Dann folgt Yg, (1, — s )x = 0 und daher ry = s,
da X frei ist.

»(4)=(5)*: Da sich jedes m € M eindeutig in der Form m = Y r,x darstellen ldsst
ist, sind die Abbildungen ¢, : M — R:m = } 1,y — r, fiir jedes v € X R-linear.
Offenbar ist ® : M — @, exm +— (¢(m)), daher linear und wohldefiniert. ® ist
injektiv, da die Darstellung eindeutig ist und surjektiv, da ¥ : @,cexRr — M :
(rg)z — > rpx nach Voraussetzung surjektiv ist und offenbar invers zu ®.

=

»(5)=(1)“: Es sei ¢ : X — N beliebig gegeben. Mittels ® : ©,cxR — N : (ry), —
> r.¢(x) erhalten wir eine Fortsetzung auf @, x Rr und mit ®,cx Rz = M eine auf
M. O

BEISPIEL 5.14: Vektorrdume (diese sind stets frei), Ringe tiber sich selbst.

Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum. Dann ist V' ein End(V')-Modul mittels
(¢,0) = 6(v).

Gruppen sind Z-Moduln (ZG, Gruppenringe)

In einem kommutativem Ring R gilt: Ein Ideal a C R ist ein freier R-Modul <=
a = (a). Beweis: Es sei X eine Basis von a. Ang. {a,b} C X mit a # b. Dann gilt
0 = ab — ba und X ist nicht frei. Der Rest ist klar.

Es sei R C S eine unitdre Ringerweiterung. Dann ist S ein unitdrer R-Modul.

SATZ 5.15: Es sei R kommutativ und unitdr, M endlich erzeugter unitédrer R-
Modul a ein Ideal in R, ¢ € Endg(M) mit ¢(M) C aM. Dann gibt es a; € a
mit

n—1
=0
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Essei (x; | 1 <i¢<n) =M. Dann gilt ¢(z;) € aM, daher gibt es a;; € a
mit ¢(x;) = Y7 a; ;75 (die a;; sind nicht eindeutig!). f := det((a;;)i; — vid) =
"+ S aat € 2 + afz] erfiillt f(¢) = 0. Denn:

Wir betrachten A := (a;; — ¢0; ;)i; € R[¢]"*". Hierftr gilt:
Ay, oyag) = (30 aija; — ¢(x:)); = 0.
=1

Es sei nun B die adjungierte Matrix: B := (b; j); ; mit b; ; := (=1)"* det((aym)itrjzm)-
Dann gilt BA = det(A)1id, also
BA(zy,...,x,)" =0 =det(A)(zy,...,2,)"

und daher f(¢) = det(A) =0 € Endgr(M). O

KOROLLAR 5.16: (1) Es seien R, a, M wie in 5.15. Gilt aM = M, so gibt es ein
r€l+amitzM =0

(2) Lemma von Nakayama: Ist R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m, M
endlich erzeugter unitdarer R-Modul mit M = mM, so folgt M = 0.

(3) Ist R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m, M endlich erzeugter unitérer
R-Modul, N C M ein Teilmodul mit M = N +mM, so folgt M = N

(1) Wende 5.15 mit ¢ = id an. Dann gibt es f € t" +a[t] mit f(id)[m] =0
fir jedes m € M. Setze x := f(1) € R, hierfiir gilt z =1 (mod a) und 2 M =
fid)M = 0.

(2) Es gibt ein x = 1 (mod m). Da R lokal ist, ist « eine Einheit. M = 0 liefert
dann M = 0.
(3) Betrachte die Faktormoduln nach N.

3. Tensorprodukt

DEFINITION 5.17: Es seien M, N, O R-Moduln. Eine Abbildung B : M x N — O
heiBt bilinear, wenn B(.,n) : M — O und B(m,.) : N — O linear (homomorphis-
men) sind.

SATZ 5.18 (Tensorprodukt): Es seien M, N R-Moduln. Dann gibt es bis auf Iso-
morphie genau einen R-Modul M ®r N := M ® N und eine bilineare Abbildung
. ®.:MxN — M®&grN : (mn) —m®®n so, da es zu jedem R-Modul O
und jeder bilinearen Abbildung B : M x N — O genau einen Homomorphismus
¢: M®@N — O gibt mit B(m,n) = ¢(m Q n).

B

M x N O

e A

M ®r N
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(Analog zu LA 2) Eindeutigkeit: Ubung

Existenz: F' sei der freie R-Modul, der von (m,n) € M x N erzeugt wird, G C F
sei der Teilmodul der von Ausdriicken der Form (m; + mg,n) — (mq,n) — (msg,n)
(my, me € M, n € N) (am,n) —a(m,n), (a € R, m e M,n € N) (m,n; +ny) —
(m,ny) — (m,ny) (m € M, ny, ng € N) und (m,an) —a(m,n) (a € R, m € M,
n € N) erzeugt wird. Wir definieren M @x N := F/G, m ® N := (m,n)G € F/G.
Nun gilt: (m; +me) @n = (m; @n) + (my®@n), (am) @n =a(mn) =m (an)
und m ® (ny + n2) = (Mm@ ny) + (m @ ng), daher ist m @ n bilinear.

Es sei nun B : M x N — O bilinear gegeben. Definiere B 1 I — O mittels
(m,n) — B(z,y) und linearer Fortsetzung (5.13.(1)). Dann gilt B|¢ = 0, daher ist
¢:M®N:m®n+— B(m,n) wohldefiniert und linear. O

SATZ 5.19: Es sei R kommutativ und unitdr. Dann gilt

1) a®0=0

2) (My® M) ® M3 = M; ® (My ® M3) =: My ® My ® M3
3) M1 @ My = My ® M,

4) M @ (®ierNVi) = @icr(M @ N;)

5) RIM =2 M

(
(
(
(
(

Exemplarisch: nur (4): Wir definieren f : M X @ierM; — @iefM @ M,; -
(z, Dierm;) — Dier(z @ m;) f ist bilinear, also existiert ein g : M ® @;e;M; —
DierM @ M; mit g(m & Bierm;) = Dieym @ m;. Wir zeigen: g ist injektiv und
surjektiv. Es sei x € @;e;M ® M; beliebig. Dann hat x eine Darstellung mit x =
@(ie)l Dhn. M ® Mij = Lgn, Dier(ny @ myj). Fiir y := Ygu nj ® Biermy; gilt nun
g(y) = .

Um zu zeigen, dafl ¢g injektiv ist, geben wir eine Unkehrfunktion an. Definiere h :

DietM @ M; — M @ @i M; als h(Bierm @ my;) := m @ @;erm;. Analog zu g folgt,
daB h surjektiv ist. Offenbar gilt g o h = id also muf} g injektiv sein. m

BEISPIEL 5.20: (1) Es seien V und W endlich dimensionale K-Vektorraume. Dann
ist V' @ W ebenfalls endlich dimensional. Falls b; eine Basis fiir V' und ¢; eine
fiir W bilden, so ist b; ® ¢; eine Basis fir V@ W.

(2) )27 @42 Z/37 =0 (3(a®b) = (3a) @b=a®@b=a® (3b) =a®0=0)

(3) InZ®Z/27Z gilt 2® 1 =0, aber in 2Z ® Z/27 ist 2® 1 # 0!

BEMERKUNG 5.21 (Basiswechsel): Es sei f : A — B ein Ringhomomorphismus.
Dann wird B zu einem A-Modul mittels A x B — B : (a,b) — f(a)b. Da B ein
Ring ist, ist B somit eine A-Algebra.
(1) Ist N ein B-Modul, so wird N mittels

Ax N — N:(a,n)— fla)n

zu einem A-Modul. ,, Einschrinkung von Skalaren
(2) Ist M ein A-Modul, so setze Mp := B ®4 M. Durch

B x Mg : (b,b) @m) — (bb') @ m

wird Mp zu einem B-Modul. ,, Erweitern von Skalaren®
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HiLrFssATz 5.22: Es sei R ein kommutativer untédrer Ring, a ein Ideal und M ein
R-Modul. Dann gilt M/aM = R/a @r M. Speziell fir M = R™ folgt: R"/aR™ =
(R/a)" =2 R/a® R".

Wir betrachten f : R/ax M/aM — M/aM : (r+a,m) — rm+aM. Dies
ist wohldefiniert(!) und bilinear, also gibt es nach 5.18 ein ¢ : R/a ® M — M /aM
mit f(ra,m) = ¢(r + a®@m) = rm + aM. ¢ ist offensichtlich surjektiv. Es sei nun
T =g, T +a®m; € ker . Wegen R (und M) unitér, folgt

szl+a®(rimi) = 1—|—a®Zrimi = 14+a®m,

fin. fin.
aus ¢(x) = 0 folgt nun m + aM = 0, also m € aM. Daher gibt es a; € a, n, € M
mit m =Yg, an;, alsor =1+a®@ M =35, aq;a®n; = 0. Daher ist f injektiv und
somit ein Isomorphismus. O
BEISPIEL 5.23: Es sei L/K und E/K Korpererweiterungen. Ferner gelte

L= K[t]/f(t)K[t]

mit f € K[t] separabel und irreduzibel. In E|t] sei f = []l~, fi;- Dann folgt: L&y F =
[Tis) B mit E; = Et]/ fi(t) E[t].
Speziell folgt fiir K/Q endlich, algebraisch: K ®gR = R™ x C"2 = R™™2"2 wobei r;
die Anzahl der reellen Nullstellen eines Minimalpolynoms fiir K angibt und 2ry die
Anzahl der komplexen Nulstellen ist.
Denn: K[t] = ®,enKt" impliziert (mit 5.19.(4)): K[t| ®x F = Gpen(K @k E)t" =
Elt]. Nach 5.22 folgt fiir a := f(t)K[t] L ®x E = K[t|/a @k E = E|t]/aL[t]. Mit
dem Chinesischen Restsatz folgt nun die Behauptung.

Uber R gilt f = ¢(f) TT% (¢ — @) 121 (82 + uit + v;) mit 2 + uit + v irreduzibel.

SATZ 5.24: Es sei R ein kommutativer unitidrer Ring und M ein freier R-Modul.
Dann besitzen je zwei R-Basen von M die gleiche Méchtigkeit.

Wihle ein maximales Ideal m von R. Dann ist M/mM nach 5.22 ein R/m-
Modul. Da R/m ein Korper ist, also ein Vektorraum. Es sei nun S eine Basis fiir M.
Dann ist S eine Basis fiir R/m® M. (Zu zeigen ist nur die Unabhéngigkeit von S: Es
sei S” C S beliebig mit #5’ < co. Nach 5.22 folgt nun dim R/m ® (Bscg' Rs) = #57)
Bei Vektorrdumen ist die Dimension eine Invariante, also folgt die Behauptung. [

BEISPIEL 5.25: Im allgemeinen haben Modulbasen verschiedene Méchtigkeit: Es sei
K ein Kérper und V := @,nyK ein Vektorraum mit abzdhlbar unendlicher Basis
B := {e; | i € N}. Nach dem Cantor’schen Diagonalfolgenargument gibt es eine
Bijektion m : B — B x B. Mit linearer Fortsetzung erhalten wir eine lineare Ab-
bildung f: V - V&V :xw— f(x) = fi(z)® fo(x). Wir setzen R := Endg (V)

und zeigen: R @ R = R, mittels f : R& R — R : (u®v)(z) == ufi(z) + vfo().
Dies ist ein ﬁ—Homomorphismus zwischen den R-Moduln R und R?. Es sei nun
u® v € ker f. Dann gilt uf(x) + vfa(z) = 0 fiir jedes z. Da f : B — B? bijektiv

ist, folgt u(z) + v(y) = 0 fiir jedes x, y € V also u = v = 0, also ist [ injektv.
Fiir r € R definieren wir g :=rf~': V? = V und g1 := glvao, 92 := glosv. Hierfiir
gilt nun f(g1 @ ¢2)(x) = g1 f1(x) + g2 fo(x) = r(x), also ist f ein Isomorphismus.

Induktiv erhalten wir R" = R™ fiir n, m € N.
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SATZ 5.26: Es sei F' ein freier unitdrer Modul mit Basis x; (i € I). Dann gilt fiir
jedesa € M ® F: a=> g, m; ® ;. Diese Darstellung ist eindeutig.

Fir f € F gilt f = >4, rix;, daher hat jedes a = m® f € M ® F
ein Darstellung in der Form a = Y 5, m ® r;x; = Y 5, 7im ® x;. Fiir ein beliebiges
a€ M®F gilt a =Y, a;® f;, also gilt auch a = Y5, a;®@z;. Um die Eindeutigkeit
zu zeigen, nehmen wir ein © = > 5, a; ® x; mit = 0 an. Fiir 5 € [ betrachten wir
fi M xF — M: (m,Y4, riz;) — rym. Da diese Abbildung bilinear ist, gibt es
nach 5.18 ein fi : M ® F' — M mit fij(m ® ¥g, rjz;) = 1;m. Wegen z = 0 folgt
daher 0 = fi(z ) [i (. ai ® 23) = a;. O

SATZ 5.27: Es seien M, M’, M"” und N R-Moduln und
M —-M-—M"—0
exakt. Dann ist auch
MN—-MEN-—->M"®N—=0

exakt.

Es seien f : M' — M und g : M — M" gegeben. Damit erhalten wir
Abbildungen F': M@ N - M @ N : m'®@n +— f(m)@nund G: M ® N —
M"®@N : m®n — g(m)®n. Offenbar ist G surjektiv und Go F’ = 0. Zu zeigen bleibt:
bild F' = ker G. Alternativ zeigen wir G' : MQN/F(M'®N) — M"® N ist injektiv.
Dazu werden wir eine zu G’ inverse Abbildung konstruieren: Definiere h : M” x N —
M ® N/ bild F wie folgt. Es sei (m”,n) € M" x N beliebig. Dann gibt es ein m € M’
mit g(m) = m”. h(m”,n) := m ® nbild F. Dies ist wohldefiniert, da fiir m; 5 mit
g(my2) = m” offenbar g(my —ms) = 0 folgt, d.h. m; —mqy € ker g = bild f, also gibt
esm’ € M’ mit f(m') = my; —msy. Damit folgt m;®@n = (ma+ f(m'))@n = me@n+
f(m)®n € my@n+bild F. hist bilinear, also existiert H : M"®@ N — M® N/ bild F
mit H(m”®@n) = h(m”,n). Fir HoG' : M@ N/bild F — M"®@N — M ® N/bild F
gilt H o G' =1id, also ist G’ injektiv. [

4. Lokalisierung

Es sei R kommutativ und S eine multiplikative Teilmenge. Auf M x S haben wir
eine Aquivalenzrelation:

.- (m,s) ~(m',s") <= FteS:t(sm—sm’)=0.

s
Die Menge der Aquivalenzklassen wird (wie bei Ringen) mit S™'M bezeichnet.
Durch ¢ o & := M ypd 2 + 2 = 250 wird S7'M zu einem S™'R-Modul.

Ist p eln Primideal und S := R \ p, so schreiben wir M, statt S™'M. M, heiBit die
Lokalisierung nach p.

BEMERKUNG 5.28: Es sei R kommutativ, S eine multiplikative Teilmenge, M und
N zwei R Moduln und f € Homg(M, N). Dann ist S7'f : S7!M — S™IN : Sl

1) iy Homg-15(S™'M, S7IN) # S~ Homp(M, N).



5. MODULN UBER HAUPTIDEALRINGEN 51

SATZ 5.29: Es sei R kommutativ und unitér, S eine multiplikative Teilmenge und
M ein R-Modul. Dann gilt (als S™' R-Moduln):

STRRrM =S M

Die Abbildung: f: ST'R x M — S™'M : (£, m) — ™ ist R-bilinear und
wohldefiniert. Nach 5.18 gibt es daher eine R-lineare Abbildung g : ST'R®r M —
STIM mit g(t ®m) = "t g ist auch S™1R-linear und offensichtlich surjektiv. Es
seien nun r = Y g5, ;7 ® m; € ker g. Mit s := [[s; kbnnen wir z = % ® m erreichen.
z € ker g bedeutet = 0 in S'M. Nach Definition heifit dies: 3¢ € S mit tm = 0.
Damit erhalten wir s =1 @m=Lt@m=L®tm=L®0=0 O

SATZ 5.30: Es sei R kommutativ, S eine multiplikative Teilmenge von R und
M —M— M
eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann ist
STM — ST'M — ST M

ebenfalls exakt.

Essei f: M — Mund g: M — M". Fiir 2 € S~'M gilt:

s

mekerS’lg — M:O
s s

< JteS:0=t(g(m)=g(tm)
<~ JteSm'eM :tm=f(m)
— TS asiy

S st

O

KOROLLAR 5.31: Es sei R kommutativ und M ein torsionsfreier R-Modul. Dann
last sich M in einen Vektorraum V iiber Q(R) einbetten. Die Vektorraumdimen-
sion von V heifit Rationalrang r(M) von M.

5. Moduln iiber Hauptidealringen

Ab jetzt sei R ein kommutativer unitdrer Hauptidealring.

SATZ 5.32: Sei M ein freier R-Modul vom Rang n iiber einem Hauptidealring R.
Dann ist jeder Untermodul U von M frei vom Rang m < n.

Der Induktionsanfang (n = 0) ist trivial.

Seinun n > 1 und M = @}, Rox;. Setze
n—1
M = EB Roux; C M.
i=1
Nach Induktionsannahme ist dann U := UNM frei vom Rang < n— 1. Also ist man
fiir U = U fertig. Sonst bilde

n—1
a::{aGR | Elal,...,an_leR:ZaioxmLa-a:nEU}‘

=1
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a ist Ideal # {0} von R = a = Roa,, (R ist Hauptidealring nach Voraussetzung). Sei
nuny€€Umity=>",q0x; fiirag,...,a,1 € R. Zeige U = U@Roy. Sei dazu
z € UNR-y =z hat eine eindeutige Darstellung z = S &; o x;. Ferner besitzt
x eine Darstellung r = aoymita € R=>x= a0, -2, = aa, =0=a =0,
da o, # 0 und R Integrititsring = = = 0. Also gilt U N Roy = {0}. Sei nun u € U
beliebig vorgegeben, etwa u = " | 3; o x;. Hierzu existiert 3 € R mit 8, = fa, =

n n—1

U_ﬁoy:Z(ﬁi_Bai)oxi:Z(ﬁi_éai)'IiEM
i=1 i=1
:>u~—[§oyeUwegenu,yEU:>u€U+Roy:>U§ﬁ+ROy. Trivialerweise
git U+ Roy CU. [l

SATZ 5.33: Endlich erzeugte, torsionsfreie Moduln {iber Hauptidealringen sind
frei.

Nach Voraussetzung gilt

n

i=1
Unter den Teilmengen von {x1,...,x,} wihle eine freie mit maximal vielen Ele-
menten. Nach eventueller Umnumerierung sei dies {x1,... ,zs}. Fiir n = s ist man
fertig. Sei also s < n. Fiir jedes j € {s+1,... ,n} existieren dann a;,a;; € R (1 <
i <5),a; # 0 mit

S
QGT; =D i
i=1
.. s
= Q,;T; € Ffur F = Zi:l Rux;.

Bilde o = [, ;s = a #0 = ax € FVo € M bzw. aM C F C M. Gemé8
Satz 5.32 ist aM frei vom Rang < s. Dannist ¢ : M — a-M : x — «-x ein
Modulhomomorphismus, welcher trivialerweise surjektiv und injektiv aufgrund der
Torsionsfreiheit von M ist = M ~ o - M = M ist frei vom Rang s. Il

BEMERKUNG 5.34: Q ist ein torsionsfreier Z-Modul, aber nicht frei.

SATZ 5.35: Seien R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Dann gilt M = Tor(M) @& F mit einem freien Untermodul F' ~ M/ Tor(M).

Nach 5.10 und 5.33 ist M/ Tor(M) frei, etwa mit Basis B. Betrachte nun
den kanonischen Epimorphismus
w: M — M/ Tor(M) : x — x+ Tor(M).

Zu jedem b € B wihle ein festes m, € M mit p(m;) = b. Bilde F := Y ,cg Rmy = F

ist Untermodul vom M. Offensichtlich ist {m; | b € B} eine Basis von F. Zeige nun
M = Tor(M) @ F. Wir haben F' = 7(M/ Tor(M)) mit einem Isomorphismus
7: M/ Tor(M) — F : Y ayb+ Tor(M) — > aymy,.
beB beB
Fir m € M gilt m = 7(¢(m)) + (m — 7(p(m))) € F + Tor(M). Ist andererseits
x € FNTor(M), so gilt x = 7(m) mit m € M/ Tor(M/R) =

0=p(z) = (r(m)) =m =z =7(m) =0
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= FNTor(M) = {0}. O

DEFINITION 5.36: Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und n € N. Die in-
vertierbaren Matrizen U € R™ ™ heiflen unimodular. GL (n, R) ist die Menge aller
invertierbaren Matrizen.

HILFSSATZ 5.37: (1) Die unimodularen (n x n)-Matrizen iiber R bilden eine
Gruppe GL (n, R).
(2) A € R™™ ist genau dann unimodular, falls det(A) € R*.

Ubung? Trivial? O]

HiLFSSATZ 5.38: Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein freier R—
Modul vom Rang n. Fiir zwei Basen by,...,b, und c¢y,...,¢, von M existiert

U € GL (n, R) mit
(bl,... ,bn) = (Cl,... ,Cn)'U.

HiLFssATz 5.39: Seien R ein Hauptidealring und aq,... ,a, € R. Dann existiert
eine Matrix A € R™™ mit erster Zeile ay, ... ,a, und det(A) = ggT(ay, ... ,a,).

Der Induktionsanfang (n = 1) ist trivial. Fiir n > 1 existiert nach In-
duktionsannahme A = (@, ;) € R(=1x(n=1) it a1, =a; (1 <j<n-—1)und

det(A) = ggT(as, ... ,an-1). Sei ¢ := ggT(det(A), a,). Dann existieren u,v € R mit
¢ = udet(A) + va,. Setze

Qn
i 0
A= :
0
b, -~ b, .| u
mit b; = d;t”(% (1<i<n—1)= det(4) = udet(A) + a,v = c. O
HiLFssATz 5.40: Seien R ein Hauptidealring und aq,... ,a, € R. Dann existiert

U € GL (n, R) mit (ai,...,a,) U = (c,0,...,0) fir ¢ := ggT(a,... ,a,).

Bilde A = (a;;) € R™" mit det(A) = ¢ wie in 5.39. Setze A = (a;;) € R™"
mittels a@;; == a;; (2 <7< n,1<j<n)und @, := a% (1 <j<mn). Aist dann

unimodular wegen det(A) =1 und es gilt (c,0,... ,0)A = (a1,... ,a,). Also erfiillt
A~! die Behauptung. O

Fiir einen kommutativen Ring R mit Eins ist

a~b:< Jue R :a=ub
eine Aquivalenzrelation auf R. Im folgenden sei R C R ein Vertretersystem fiir die
Aquivalenzklassen (fiir R = Z etwa R = Z=Y).

SATZ 5.41 (Hermite Normalform): Sei R ein Hauptidealring. Zu jeder Matrix A €
R™" existiert U € GL (n, R), so da A - U eine untere Dreiecksmatrix ist, deren
Diagonalelemente in R liegen. A - U heifit eine Hermite-Normalform von A.




54 5. MODULN

Der Induktionsanfang (n = 1) ist trivial.

Sei nun n > 1. Zu ¢ = ggT (a1, ... ,a1,) € R existiert nach 5.40 U; € GL (n, R) mit

0 ... 0
(s

Durch Anwendung der Induktionsannahme auf A erhilt man eine Matrix der ge-
wiinschten Gestalt. O]

BEMERKUNG 5.42: Es sei G eine Abelsche Gruppe die mit Erzeugern und Relatio-
nen definiert ist: G := (xq,...,2, | X a2 = 0,1 < j < m). Dann kann mit
Hilfe der HNF die Anzahl der Relationen auf n beschrankt werden. Ferner liefert
dies ein Verfahren um die Endlichkeit von G nachzuweisen.

SATZ 5.43 (Smith Normalform): Seien R ein Hauptidealring und A = (a;;) €
R™ ™ sowie r = min(m,n). Dann existieren V' € GL (m, R) und U € GL (n, R),
so daf fiir S(A) := (s;;) ==V - A-U gelten:

(1) 51, =0(1<i<m,1<j<ni#j),

(2) siglsj; (1<i<j<r)

(3) Sii eR (1 S 1 S ’l").

S(A) ist eindeutig bestimmt und heifit Smith—Normalform von A.

V Wir bestimmen zunichst V € GL (m, R) und U € GL (n, R), so da8 V -
A - U die Bedingung (1) erfiillt. Der Induktionsanfang (n = 1) folgt aus 5.40. Sei
nun n > 1. Durch Anwenden von 5.41 erreicht man

a0 = (),

und weiter

Ve O = () At t- (1),

Wegen ¢;11|c; und ¢q]a;; terminiert dieser Prozef}; weil a1; nur endlich viele Primteiler
besitzt. Subtraktionen passender Vielfacher der ersten Zeile oder Spalte liefern dann

ckO
0|Ax )

Durch Anwendung der Induktionsannahme auf Ay erhélt man eine Matrix, welche
die Bedingung (1) erfiillt.

Um nun s;|s;j; (1 <7 < j <r) zu erreichen, ersetzt man durch passende Spalten—
und Zeilenoperationen s;; durch ggT(s;;, sj;) € R und sj; durch kgV (s;;, sj;) € R:
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Es sei g := ggT (41, 8j5) = 84 + tsj; und [ := s;8;;/9 = kgV (si;, j;). Dann gilt:

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei d;(A) der ggT aller (,7)-Minoren von A (1 <
i <r)=d;i—1(A)|d;(A) (2 < i <r). Ferner folgt d;(A)|d;(A- B) fir B € R"*", denn
die Spalten von A - B sind Linearkombinationen der Spalten von A, so dafl jeder
Minor von A - B Produkt eines Minors von A ist. Analog folgt d;(A)|d;(C - A) fur
C' € R™™. Damit erhélt man

di(A)ldi(A-U)|di(V - A-U) = di(S(A)|ds(V™" - S(A) - U™) = di(A).

Also gilt
di(A) = di(S(A)) = [ 55 (1<i<r)
j=1
Wegen s;; = df_i(f&) (1 <i<r/dy(A):=1) ist man fertig. O

Die Diagonalelemente in der Smith Normalform heiflen Elementarteiler .

BEMERKUNG 5.44: Aus der SNF folgt unmittelbar der Hauptsatz iiber endlich er-
zeugte Abelsche Gruppen: G = C),, X -+ - x Cp, X Z" mit n4| ... |n, und r > 0. Unter
diesen Bedingungen sind die n; und das r eindeutig bestimmt.
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KOROLLAR 5.45 (Jordan-Normalform): Seisei K ein Korper, ¢ € End(V™). Dann
exisiert die Jordan-Normalform: Es gibt V; C V' mit
(1) V; = K[¢]z; (V; ist ¢-zyklisch)
(2) V=4V
(3) Das Minimalpolynom von ¢|y, = f" mit f; irreduzibel.
(4) Es gibt eine Basis von V; so, dafl die zu ¢|y, gehorige Matrix die folgende Form
hat: _
B 1 0 ... 0
0 B 1 0... 0
0 ... 0 B 1
0 ... 0 B
B ist die Begleitmatrix zu f; = t" + Z?;Ol ai’jtj, d.h.
0 ... 0 —Q40
1 0 ... 0 —Q41
0 1 ... 0 —Qi2
B=| .
0 ... 0 1 —A;n—2
0 ... 0 —Qin—1
und
0 . 0
0 . 0
I=
0 . 0
1 0.. 0

Wir defieren auf V' := K" eine K|[x] Modulstruktur mittels (f,v)
f(#)[v]. Damit ist V ein (Torsions-) Modul iiber einem Hauptidealring. Es sei R :=
(p(e;) — (26;5)i | 1 < i < n) < K[z]". Dann gilt (als K[z]-Modul): V' = K[z|"/R.
Auf die Matrix A := ¢ —idz € K[z|"*" wenden wir nun 5.43 an und erhalten eine
Basis E; von K[z]" bzgl. der A = diag(fi,..., fn) mit fi|fs|...|fn gilt. Amod R
induziert nun eine Basis von V' mit den gewiinschten Eigenschaften. O]

HILFSSATZ 5.46: Es seien N C M freie Moduln mit rg(N) =: n < rg(M) =: m.

(0.BdA: NCR" M CR™)

(1) Fiir jede Basis a; (1 <i < n) von M existiert eine Basis b; (1 < j < m) von N
und eine obere Dreiecksmatrix A mit (by,...,b,) = (a1,... ,a;,)A. Die Zeilen
von A sind modulo a;; eindeutig.

(2) Zu jeder Basis b; (1 < i < n) von N existiert eine Basis a; (1 < j < m)
vom M und eine obere Dreiecksmatrix A mit (by,...,b,) = A(ay,... ,an).
Die Spalten von A sind modulo a;; eindeutig.

(3) In N und M existieren Basen a; (1 <i<n)und b; (1 <j <m) mit b; = €a;
(1 <i<n)egler (1 <i<n), e =1 und die ¢ sind durch N und M
eindeutig bestimmt.

Ubung. O]
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HILFSSATZ 5.47: M sei sein freier Modul mit Basis b; (1 < i < n). Ferner sei
i €{1,...,n}und ¢; == >7_, v;b; € M. Dann ist by, ..., b1, ¢; genau dann zu
einer Basis von M ergénzbar, wenn ggT(7y;,... ,v,) = 1 ist.

Ubung. Il

6. Projektive Moduln I und Auflésungen

SATZ 5.48: Es seien A, B, C' R-Moduln, F' ein freier R-Modul, das folgende Dia-
gram exakt und C' =0 oder gf = 0:

A—=2>,B_f . ¢

f

F
Dann gibt es einen Homomorphismus g : F' — A mit ag = f.

Es sei F frei von X erzeugt. Nach Voraussetzung gilt: 3f(z) =0, f(z) €
ker 3 = bild a. Also gibt es ein a, € A mit a(a,) = f(x) Nach 5.13.(1) gibt es eine
Fortsetzung ¢ : ' — A mit g(z) = a,. Diese erfiillt ag(z) = f(x) fir x € X. Nach
5.13.(2) gilt dies dann auch fiir F'. O

BEMERKUNG 5.49: Ein Modul F fiir den 5.48 gilt, heifit projektiv

DEFINITION 5.50: Eine Familie von freien (projektiven) R-Moduln M;, i € N
zusammen mit einer Familie von Homomorphismen d; : M; — M;_; heifit freie
Auflésung (projektive Auflosung) von Z, falls

(5—1) HMRLM'IL—I_)_)MI

eine exakt ist.

dy do

MO Z — 0

BEMERKUNG 5.51: Es sei a : M — M’ ein R-Modulhomomorphismus, und N ein
weiterer R-Modul. Dann ist o* : Hom(M', N) — Hom(M, N) : a*(¢)[m] := ¢a(m)
ebenfalls ein Modulhomomorphismus. (analog zu dualen Abbildungen)

Es gilt (af)* = B*a* und (o + B)* = o* + 5*. (Ubung)
SATZ 5.52: Es sei

0~ AL B ¢
eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann ist

*

0 — Hom(4, M) —Z— Hom(B, M) —L— Hom(C, M)
exakt (fiir jeden R-Modul M).

Wegen a3 = 0 folgt auch *a* = 0, d.h. bild a* C ker 5*, analog bild * C
ker v*.
Zeige: bild a* = ker 5%, d.h. §* injektiv: Es sei f € Hom(A, M) mit g*(f) = 0. =
B*(f)[b] = fB(b) = 0. Da 3 surjektiv ist, folgt f = 0.

Zeige bild * = kerv*: Es sei f € Hom(B, M) mit v*(f) = 0. Dann gilt v*(f)[c¢] =
fv(c) = 0. Wegen bildy = ker 3, folgt fliees = 0. f': A — M : a— f(37'(a))
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ist daher wohldefiniert (wegen 3 surjektiv gilt 371(a) # 0). B*(f")[b] = fB(b)
f(b).

CIl

BEISPIEL 5.53:
0—-Z—7Z—7Z/2Z — 0
ist exakt, aber

0 —— Hom(Z/27Z,7./27) —— Hom(Z,7Z/27) —— Hom(Z,Z/27) — 0

IIl IIl IIl

0 — Cy —_— Cy —_— Cy—0

ist rechts nicht exakt!.

DEFINITION 5.54: Ein Komplez ist eine Sequenz

A—*,B_*f.¢

mit fa = 0.
KOROLLAR 5.55: Es sei R ein Ring, und
s M, - M, | — - — M o M, _b 7 0

eine freie Auflésung.
Dann erhalten wir fiir jeden R-Modul M den folgenden Komplex:

(5 23) — Hom(Z, M) —0 Hom(M,, M) = Hom (M, M) —
-+ — Hom(M,_1, M) —= Hom(M,, M) — ---

Dieser ist bei My und Z exakt.

HiLFssATz 5.56: Es seien A, B, C, A, B’, C' projektive R-Moduln, «, (3, o, [,
f, g Homomorphismen so, daf}

A2 g Lo
ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen ist. Dann gibt es ein h : A — A’
so, daf} das gesamte Diagramm kommutiert.

Wir definieren A’ := fa. Dann gilt §'h' = §'fa = gBa = 0 (Exaktheit
der 1. Zeile). Mit 5.48 folgt die Existenz von h : A — A’ mit o’h = h’. Damit gilt:
o'h =h' = fa, das Diagramm kommutiert. O
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HILFSSATZ 5.57: (1) Gegeben seien zwei freie Auflésungen (M, d,,) und (M, d)

von Z. Dann gibt es Homomorphismen f; : M; — M/ so, dass das Diagramm
kommutiert:

M2 M1 M() Z 0

f2J fll fol idl

M;j M M| Z 0

(2) Wenn nun f/ eine weitere Familie von Homomorphismen die das Diagramm
kommutativ machen. Dann sind (f;); und (f}); homotop, d.h. es gibt eine
Familie von Homomorphismen h; : M; — M, mit f; — f/ = d;,  h; + h;_1d;.

d;
Mgy —= M; —% M;_,

Die Existenz der f; wird per Induktion gezeigt. Fiir i = —1, —2 ist die
Behauptung klar (f_; :=idgz, f_2 :=idp). Es gelte daher

dit1 d;
Mi+1 Ml Mi,1 —

fzi ful

VAT VI S VI
i+1 ) i—1

Mit 5.56 erhalten wir f;,; mit den gewiinschten Eigenschaften.

Homotopie: per Induktion. ¢ = 0 ist klar. Es sei also h;_; mit
(5-3) fior = fiig = dihioa + hi_ydi
bereits gefunden. Wir setzen f := f; — f/ — h;_1d;. Dann gilt

dif = di(fi = fi = hiadi) = di(fi = i) — dihi_ad;
- d;fz' - d;fz/ - dghi—ldz‘
= fioid; — fi,_ldi - d;hifldi
= (fi—l - fi—l)di - d;hi—ldi
= (djhi—1 + hi—ad;_1)d; — d;h;—1d;
=0
Mit 5.48 gibt es dann h; : M; — M | mit f; — f{ — hi_1d; = f = di  hi. O

)
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KAPITEL 6

Kohomologie

Kohomologie (Homologische Algebra) spielt eine wichtige Rolle in vielen modernen
Zweigen der Mathematik. Wir werden hier nur die einfachsten Grundlagen einfiihren.

1. Gruppenerweiterungen

Motivation: Sei M/L/K ein normaler Koérperturm: M/K und L/K seien normal.
G(L/K) := N, G(M/L) := G G(M/K) := E. Was konnen wir iber die drei
Gruppen aussagen?

(1) Na E,
(2) G= E/N

BEISPIEL 6.1: Es sei K = Q, L := Q(v/2), M, := L(V/3), M, := L(\/ﬁ) und
M; = L(\/2 ++/2) Dann gilt G(L/Q) = G(M;/L) = Cy aber G(M,/K) = Vj,
G(M2/K) = D4 und G(Mg/K) = 04 Denn:

M, = Q(+v/2,/3) hat Grad 4 iiber Q. Wir haben die nichttrivialen Automorphis-
(_\/57 \/§>

men: (v/2,v/3) — (vV2,—/3) Offensichtlich haben alle Automorphismen die
(_\/_7 _\/g)

Ordnung 2.

Es gilt My = Q(v/2), M, ist nicht normal iiber Q: f := t*—2 hat in C die Nullstellen
a; :=i'v/2 mit 1 <[ < 4. M, normal = as/a; =1 € Mj. Offensichtlich gilt jedoch
M, C R. (Und daher ist M, auch kein Beispiel fiir die Gruppenerweiterung!) In
M} := My (i) = Q(v/2,1) gibt es nun 8 Automorphismen:

. (£v/2, +4)
(V2,0) = {(iz’(‘ﬁ, +9)

Es gilt G(M;/Q) = D,.

Fiir M3 benttgen wir noch einen Hilfssatz:

HILFSSATZ 6.2: Es sei x(K) # 2, a # K? und L := K(y/a). Dann gibt es genau
dann ein M/L/K mit G(M/K) = Cy, wenn a € K? + K? gilt.

61
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Es gilt K(y/a) = K(v/b) genau dann, wenn a/b € K2 gilt. Sei nun [M :
L] = 2. Dann kénnen wir M = L(y/s + ty/a) annehmen. Ferner gilt ¢t # 0, da
andernfalls sofort G(M/K) =V, folgt. Also ist (1 — (s+t+/a))(t*— (s—t\/a)) € K|t]
vom Grad 4 irreduzibel mit einer Nullstelle « := /s +ty/a € M. Wenn nun M

normal ist, mufl daher auch ¢ — (s — ty/a) € L[t] eine Nullstelle 3 haben. Aus
M = L(a) = L(B) folgt nun o?/f% = ¢ mit ¢ € L?. Also ¢* := ¢f* = (aa3)? € L.
Mit ¢ = u + vy/a erhalten wir

& =u’ + av® + 2uvya = (af)® = Ngjg(a?) = s* — at?

Mittels Koeffizientenvergleich folgt « = 0 oder v = 0. Aus v = 0 erhalten wir ¢ € K.
Der Automorphismus

p:‘/SH\/EHC‘/S_“@:&”H]%\/&:“\/T

hat dann nur Ordnung 2. Damit haben dann alle Automorphismen Ordnung 2
(Warum?) und die G(M/K) = Vj.

Mit u = 0 folgt a = s?/(v? + %) = ((sv)/(v* + 12))? + ((st)/(v* + t?))?, der Auto-
morphismus hat nun Ordnung 4. O]

Mit s =2,t =1, v =1 erhalten wir nun unser Beispiel.

DEFINITION 6.3: Es seien drei Gruppen N < G, E' = G/N gegeben. Dann nennen
wir G eine Gruppenerweiterung von N mit F.

Gruppenerweiterungen entsprechen kurzen exakten Sequenzen:

(6-1) l1-N—-G—-FE—1

Im folgenden seien N und E beliebige Gruppen. Wir werden untersuchen wann es
Gruppen G gibt (und welche), so daf (6-1) gilt.
LEMMA 6.4: Es sei

1 A", B 2.0 —.1
o I R
1 A 2B 2,0 —s1

injektiv
ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Wenn a und =y ‘], .
surjektiv

sind, so auch (3.

a und v seinen injektiv. Gilt nun §(b) = 1 fiir ein b € B, so folgt 1 =
pB(b) = yA(b). Da ~ injektiv ist, folgt A(b) = 1, d.h. b € ker A = bild k. Daher gibt
es ein a € A mit k(a) = b. Hierfiir folgt 1 = 8(b) = fr(a). Aus der Kommutativitét
folgt nun 1 = oa(a). Da o injektiv ist (exakte Sequenz!), gilt a(a) = 1. Aus der
Injektivitdt von « folgt nun a = 1 und damit b = 1. Daher ist 3 injektiv.

Die Surjektivitit ist fiir die Ubung. n
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DEFINITION 6.5: Es seien N und E zwei Gruppen. Zwei Erweiterungen G und G’
von N mit E heiflen dquivalent, falls es einen Homomorphismus ¢ : G — G’ gibt,
so dafl das folgende Diagramm kommutativ wird:

1 N G E 1
.
1 N G’ E 1

BEMERKUNG 6.6: Aquivalente Erweiterungen G und G’ sind stets isomorph. (Die
Umkehrung ist i.allg. falsch)

Wie fixieren nun eine Gruppenerweiterung
1 N s a Lo E 1
M :=a(N)="bilda =ker3, 7: E = G/M — G sei eine Linksnebenklassenvertre-

terfunktion (engl. transversal), d.h. wir fixieren in jeder Nebenklasse ein Element.
Beachte: 7 ist i.allg. kein Homomorphismus, es gilt jedoch immer:

(6-2) BT =id

WARNUNG 6.7: In Algebra 1 wurden innere Automorphismen eingefiihrt. Wir wer-
den hier eine etwas andere Definition verwenden: Es sei G eine Gruppe und a € G
ein Element.

o :G—G:g—a'ga

ist ein innerer Automorphismus. Ferner gilt:

Pa © D(9) = Pa(D(9)) = Ppa(2)
In der Literatur ist es iiblich g% := ¢,(g) zu setzen. Dann gilt:

(9")" = b0 dalg) = dur(g) = g™

Erinnerung: I(G) = {¢,|n € G} < Aut(G) Falls N < G gilt, setzen wir ¢,(n) :=
g 'ng, obwohl dies kein innerer Automorphismus ist.

HiLFssATZ 6.8: Sei

(6-3) A\: E — Aut N : A(g)[n] := o [(7(9)) ta(n)r(g9)] = oz_lngT(g)oz[n].

Es sei nun 7 eine weitere Linksnebenklassenvertreterfunktion und X analog defi-
niert. Dann gilt fiir jedes g € E:

AMg) = o(g)X (9)

mit einem inneren Automorphismus ¢(g) : N — N

A ist wohldefiniert, da « injektiv ist und a(N) < G gilt.

Wenn wir in (6-3) 7 durch 7 ersetzen, benutzen wir lediglich andere Nebenklassen-
reprisentanten: 7(g) = 7'(g)m mit m € M = bild a.. « ist injektiv, daher gibt es ein
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m’ € N mit a(m’) = m. Dann gilt:

N(g)n] = o oy galn]
= o Prgmal
= a Gy (galn]
= a7 [m™ drgla(n)]m]
= a~'m™a" g g a(n)]a” m]

= wa Prgaln]

n

SATZ 6.9: Die Abbildung:
X:E —I(N)\Aut(N) : g — I(N)\(g)

ist ein Gruppenantihomorphismus. Sie ist unabhéngig von der Wahl von 7.

Die Unabhéngigkeit ist klar mit 6.8.

Seien g1, g in E beliebig. Dann gilt (mit (6-2)): 7(g1)7(g92) = 7(g192)m mit m € M.
Daher folgt:
Mg Mg)lnl = a7 Grg)00 ™ drigaln]

= 7 br(gn) Prin) 0]

= 0 Dr(gr(g 0[]

- O‘71¢T(9192)ma[n]

= & ndr(ggaln]
PmA(9192)[n]

(6-4)

DEFINITION 6.10: Es seien £, N Gruppen. Ein Antihomomorphismus
X:G — I(N)\ Aut(N)
heifit Paarung (engl. coupling).

SATZ 6.11: Aquivalente Gruppenerweiterungen haben die gleiche Paarung.

Wir haben das folgende kommutative Diagramm:

1 N <>, q L. E 1
[
1 N .o 2. E 1

Die Paarungen seien y und x’. Wenn wir eine Linksnebenklassenvertreterfunktion
7 : E — G fixieren, so erhalten wir mit 7/ := 67 eine fiir G’ (§'7' = f'01 = fr = id).
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Damit erhalten wir:

Ag)ln] =

]

BEISPIEL 6.12: Es sei G = NM ein (inneres) direktes Produkt. Dann ist G eine
Erweiterung von N mit M und umgekehrt.

Es seien N, E beliebige Gruppen und « : £ — Aut N ein Homomorphismus. G :=
N x4 E:={(n,e) € N x E} mit der Verkniipfung

(n1,e1)(ng, e2) := (a(ez)[n1]ng, erez).
Ubung: G ist eine Gruppe, N — G : h +— (n,1) und E — G : e — (1,e) sind
Monomorphismen. Wenn wir N und F mit ihren Bildern in G identifizieren gilt:
NaG, E<G,NNE={1},G=NH,1—- N —- G — E — 1 ist exakt. G heift
semadirektes Produkt von N und E.
DEFINITION 6.13: Eine Erweiterung
1 N->-G—-FE—1

heift zerfallend, wenn es eine Linksnebenklassenvertreterfunktion 7 : £ — G gibt,
die gleichzeitig ein Gruppenhomorphismus ist.

Sie heit zerfallend mit abelschem Kern, falls N abelsch ist.

Eine Erweiterung heifit Zentral, wenn N < Z(G) gilt.

BEISPIEL 6.14: Semidirekte Produkte sind zerfallende Erweiterungen.
Jede zerfallende Erweiterung ist isomorph zu einem semidirekten Produkt.

Es sei L/K normal, G := G(L/K) sei zerfallend, G = N x,, E. Dann gilt L = Ly L,
mit L; = Fix(N) und Ly = Fix(F). N <G, d.h. L; /K ist normal.

1— Cy — Cy — Cy — 1 ist nicht zerfallend.

Faktorsysteme

Es sei 7 eine Linksnebenklassenvertreterfunktion wie in (6-2). Ab jetzt nehmen wir
zusdtlich 7(1) = 1 an. Wir identifizieren N mit a(N) und definieren

f:ExE— N:(x,9) — 7(zy) '7(2)7(y)

d.h. es gilt

(6-5) T(@)7(y) = 7(zy) f(z,y).
Ferner gilt

(6-6) flz,1) = f(Ly) = f(1,1) = 1.

Ferner definieren wir A(z) := A\(7(x)).
SATZ 6.15: Fiir z, y, z € E gilt:

(6-7) [y, )A2)[f (z,y)] = f(@,y2)f(y, 2)
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Es gilt

()7 () f(x,y) 7 (2) f(ay, 2) 7
()T ()7 (2) [y, 2) " f(,y2) "

T(yz) = Tlay)r(2)f(ey,2)" =7
= m(@)r(yz) flw,yz) " =1
Und damit
fla,y) () flay, 2) " = 7(2) fy,2) " flayz) "
Mit Hilfe von A wie in (6-3) (Beachte: ov = id hier!) folgt dann die Behauptung. [

Mit Hilfe der Funktion f kénnen wir nun (6-4) prézisieren:

(6-8) AWM @) = Ssam Azy)

DEFINITION 6.16: Ein Paar von Funktionen f : ExE — N und A : E — Aut(N)
mit (6-7), (6-8) und A(1) = id heifit Faktorsystem.

SATZ 6.17: Es seien N und E Gruppen sowie f, A ein Faktorsystem. Dann gibt
es eine Gruppenerweiterung G von N mit £ und eine Linksnebenklassenvertreter-
funktion 7 so, daf§ (6-5) gilt.

Wir definieren G := E x N mit der Operation
(6_9) o (CL, ZL‘)(b, y) = (aba f(av b)/\(b) [ZL‘]y)

Zeige: o ist assoziativ: Es gilt:

((a,2)(b;y))(c,2) =

(6-10) =

Andererseits gilt aber auch:

(a,2)((b,y)(¢c,2)) = (a,z)(be, f(b, c)A(c)[y]2)
= (abe, f(a, be)A(be)[] f (b, c)A(c)[y]2)

Das Einselement ist (1,1), wegen

(a,2)(@™, (f(a,a™)A(@™)[]) ™)

— (L fla,a™YMa )] (flasa M afa]) )
- (1L

)

ist (a7, (f(a,a Y X(a 1) [z])) das Inverse zu (a, ).
Damit ist nun G als Gruppe Nachgewiesen.

Betrachte die Abbildung
v:G— FE:(a,z)— a.
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Nach (6-9) ist dies ein Gruppenepimorphismus. Fir K := ker¢ gilt K = {(1,z) |
x € E} Wegen (1,2)(1,y) = (1, f(1, )A(1)[z]y) = (1, zy) ist (1,z) — z ein [somor-
phismus von K auf N. Daher ist

1= N=K-—-G—=F—1

exakt und G eine Erweiterung.

Eine passende Linksnebenklassenvertreterfunktion erhalten wir so:
7:E—G:aw (a,l1).
Hierfiir gelten nun:
~a)r(®) = (a,1)(b, 1) = (ab, f(a,5)) = (ab, 1)(1, f(a,5)) i 7(ab) f(a,b)
und (mit (6-10)):

(@, 1) (1,2)(a,1) = (a7, (fla,a™ )M a ' [1])7)(a, f(1,a)Ma)[z]1) = (a™", f(a,a™")7")(a, AMa)[z])
[

mit z =z =a, y = a~ ! folgt aus (6-7):

= (L, f(a " a)f(a™,a)" f(a, 1)~ Aa)[z]) = (a, Aa)[2])
O

DEFINITION 6.18: Es seien f, A und f’, M zwei Faktorsysteme zu Gruppen N und
E. Falls es eine Funktion A : £ — N mit

(6-11) N(a) = dniayA(a)
und
(6-12) £'(a,5) = h(ab)™ £ (a, A [A(a)](b)

gibt, so heiflen die Faktorsysteme assoziiert.

BEMERKUNG 6.19: Wenn wir die Linksnebenklassenvertreterfunktion wechseln er-
halten wir ein assoziiertes Faktorsystem.

(6-11) ist bereits in 6.8 gezeigt. Definiere h := (7)~!7/. Dann gilt:
fla,b) = ’(ab)_l "(a)7'(b)

= h(ab)~'r(ab)"'7(a)h(a)T(b)A(b)
= h(ab)™" f(a,b)7(b)" h(a)T(b)A(b)
= h(ab)"" f(a,b)A(b)[h(a)] (D)
Beachte ((6-5)): f(a,b)7(b)~! = 7(ab)~'7(a). O

Damit folgt, dass dquivalente Gruppenerweiterungen assoziierte Faktorsysteme ha-
ben, da wir im Beweis zu 6.11 gesehen haben, dass dquivalente Gruppenerweiterun-
gen sich nur durch ihre Linksnebenklassenvertreterfunktion unterscheiden.

SATZ 6.20: Assoziierte Faktorsysteme fithren zu dquivalenten Gruppenerweiterun-
gen.
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Es seien assoziierte Faktorsysteme f, A und f’, N’ gegeben. Die damit kon-
struierten Gruppen sind G und G’. Ferner sei i mit (6-11) und (6-12) gegeben. Wir
definieren eine Abbildung ¢ : G — G’ : (a,z) — (a,h(a) " x). ¢ ist offensichtlich
eine Bijektion. 1 ist ein Homomorphismus:

dgh) = ¢((a,2)(by)) = ¢((ab, f(a, b)AD)[]y))
= (ab,h(ab)™" f(a,D)A(b)[x]y)-

Andererseits gilt:

Es bleibt die Kommutativitdt des Diagramms zu zeigen, d.h. ¥a = o/ und § = (/1.
Es gilt h(1) = 7(1)7'7/(1), damit erhalten wir nun fiir a:

o/ (z) = (1,7(1)"'2) = (Lh(1) 7 r(1) 7 e) = (1, 7(1)"'2) = va(z).
Analog fiir (:
B(a,2)) = a = F'((a,y)) =1((a,y))
fiir beliebiges y und geeignetes v/’ O

2. Kohomologie

Um nun weiterfithrende Aussagen iiber Gruppenerweiterungen treffen zu koénnen,
werden wir uns weiter einschrinken. Ab jetzt sei N =: A eine abelsche Gruppe.

Einfithrung

KOROLLAR 6.21: A : E — Aut A ist ein Gruppenantihomorphismus.

Folge von 6.8, da I(A) = {id} gilt. O

Die Verkniipfung von A werden wir nun additiv schreiben a+b. Aus vereinfachungs-
griinden schreiben wir ca := A(¢)|al.

(6-7) vereinfacht sich nun zu

(6_13) f(aa bC) + f(b7 C) = f((lb, C) + Cf(a'7 b)
und (6-8) wird zu:

Aa)A(b) = A(ba).
HiLFssSATZ 6.22: Es sei A eine abelsche Gruppe, E beliebig, ferner sei ein Homo-
morphismus A : £ — Aut A fixiert. Die Menge der Faktorsysteme f (mit (6-13)
und f(a,1) = f(1,b) = 0) bildet eine (abelsche) Gruppe Z*(E, A) mit der Opera-
tion: (f + g)(a,b) := f(a,b) + g(a,b).
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Ubung. O]

HILFSSATZ 6.23: Es sei h : E — A eine Abbildung mit h(1) = 0. Dann ist
f(a,b) :== bh(a) + h(b) — h(ab) =: 6h € Z*(E, A), mit f(a,1) = f(b,1) = 0. Ferner
gilt 6(h + k) = d(h) + o(k).

Ubung. O]

DEFINITION 6.24: Die Gruppe B*(E,A) := {6h | h : E — A,h(1) = 0} heiit
Gruppe der 2-Korinder. Die Elemente von Z%(E, A) heifien 2-Kozykel.

Die Gruppe H%(E, A) := Z?(E, A)/B?(E, A) ist die 2. Kohomologie Gruppe (von
E mit Koeffizienten in A).

WARNUNG 6.25: Z, B und H héngen von A ab!

SATZ 6.26: Es gibt eine Bijektion zwischen Gruppenerweiterungen (modulo Aqui-
valenz) und Elementen von H?(E, A).

Ubung. O
BEISPIEL 6.27: Es sei X : Cy — Aut(Ch) : a — id, H?(Cy, Cy) = Cy:

Gruppenringe und Moduln

In der Algebra 1 sind Gruppenringe eingefiihrt worden. Wir Setzen R := Z[E] =
{ZﬁnA Zaa | ac E,l'a € Z}

BEMERKUNG 6.28: Mit o: R X A — A: (r,a) — A(r)[a] ist A ein R-Modul.

BEISPIEL 6.29: Es sei G eine Gruppe, R := ZG. Wir setzen X,, := {[z1,... ,2,] |
z; € G\ {1}} und A, := RX,, der von X, frei erzeugte R-Modul. Zusétzlich setzen
wir X := {[]} und A := R. Ferner vereinbaren wir, da8 fiir jedes z := [x1,... ,2,] €
G™\ X, (d.h. min. ein z; = 1) z = 0 in A,, gelten soll.

Jetzt ist dy : Ny — Z : Y ryx — Y1, ein R-Modulepimorphismus und (5-1) ist
exakt bei Z. Fiir n > 0 definieren wir:

dn([T1,. ..y xy)) = x[ze, ..., 2,)
n—1
—f—Z(—l)l[ZEl, sy LiLig1y - - - ,In]
1=1

+H(=1)"[x1, ..., xp ]

Per linearer Fortsetzung erhalten wir d,, : A,, — A,_;. Um nun die Exaktheit von
(5-1) an den anderen Stellen nachzuweisen, definieren wir noch eine weitere Familie
von Abbildungen:
$.1:7Z— Ny:n—nl]
und
SNy — Ay s xfx, . x,] o y a1
Wir zeigen: dys_; = id (offensichtlich) und

(6—14) dn+18n + Snfldn =id.
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(Damit gilt dann kerd,, C bildd,, 1)

S

o A o B R PI
dn+1
= xfr, . x,] — [, 1)
n—1 )
+ Z(—l)]_l[x,xl, e S Ty e T
j=1
+(_]‘)n+1['x7$17 s 7mn—1]
und
dn,
e Y [ T
n—1 )
+ Z 'T(—l)J [1’1, SN 17 P ,I‘n]
j=1
+x(—=1)"[z1,. .. ,x5_1]
Sn—1
= rxy, e, ., Ty
n—1 ]
+ Z(_l)] [I’,$1, LjTjt1y-- - 73371]
7=1

+H(=1)"[x,x1, ..., Ty

Durch Vergleich der Vorzeichen folgt nun id = d,,.15, + $,,_1d,,. Durch Multiplizieren
von (6-14) von links mit d,, erhalten wir

(6-15) dy = dydys15n + dnSp_1dn.

Wir zeigen per Induktion: d,d,,; = 0: Fiir n = 0 folgt dy = dodiS¢ + dos_1dy =
dody S0+ dp und daher dyd;sg = 0. Da X; C bild sq gilt ([x] = so(z[])), folgt dod; = 0.

Multiplikation von (6-14) von rechts mit dpy1: dpy1 = dpi1Sndni1 + Sn_1dndpia
Nach Induktionsvoraussetzung gilt d,d,,; = 0 und daher d, 1 = dyi15,dps1.
Wenn wir dies mit (6-15) (fir n := n + 1) vergleichen folgt: d,118,dpi1 = dpy1 =
dn+1dn+28n+1 + dn+18ndn+1. Und 0 = dn+1dn+28n+1. Da Xn+1 Q bild Sn gllt, fOlgt
dpi1dpie = 0. =: bildd, 1 C kerd,, =: bildd, ;1 = kerd,, und (5-1) ist exakt.

Dies zeigt, daBl freie Auflosungen immer existieren. Die so erhaltene Auflésung heifit
auch kanonische Auflosung (standard Auflosung).

DEFINITION 6.30: Es sei G eine Gruppe, A ein ZG-Modul und M; eine freie Auf-
16sung. Die n-te Kohomologiegruppe von G mit Koeffizienten in A ist definiert

als
H"(G,A) :=kerd,, ,/bildd}.

BEMERKUNG 6.31: Wir haben die folgende exakte Sequenz:
0=HG,A) - H(G,A) — - — H"(G,A) — --- .
Beweis: Ubung.

SATZ 6.32: Die Kohomologiegruppen sind unabhéngig von der gewéhlten Auf-
16sung.
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Durch Anwenden von 5.57.(1) auf M und M’ bzw. M’ und M erhalten
wir folgendes kommutative Diagramm:

M, M,y M, Z 0

f2l\ng2 fli\glfl fol\gofo

| \
M} +—= M{ — M}

) ol )

M, M,y M, Z, 0

N
o

Offensichtlich ist

M, M, M, Z 0
idl idl idl idl
M, M, My 7 0

ebenfalls kommutativ. Nach 5.57.(2) existieren daher h; : M; — M, mit
gifi — 1 =diy1hi + hi1d;

(h—1 :=0). Indem wir nun Hom(., M) anwenden erhalten wir ein neues kommutati-
ves Diagramm:

d*
Hom(M;y, M) <= Hom(M;, M) <&

9?+1l Q:l
(dj)*

Hom (M , M) «—— Lid” Hom(M’ M) ——

Damit: g kerd;,; C ker(d;,,)* und g;bildd; C bild(d;)*. = wir konnen g; als
Abbildung von
kerd;, | /bildd] — ker(d;, )"/ bild(d})"

auffassen. Analog erhalten wir:
[ ker(d; )"/ bild(d;)* — kerd;,,/bild d;.

Aus der Homotopie von (gf); und (id); erhalten wir:
fror —id = hdsy, + d7h
Und damit fiir x € kerdj,
i (x) —x = hid (x) + dih;(x) € 0+ bildd]

Also ist frg; = id auf kerd;,,/bildd} = H' und g/ f; = id auf kerd]_ "/ bildd;" =
H" [
BEISPIEL 6.33: Wenn wir die standard Auflosung aus 6.29 nehmen, sehen wir

Hom(A,, A) = C"(G,A) = {f:G" — A| f(x1,...,z,) =0 falls z; = 1},
0p = d}. (Achtung: die f’s sind keine Homomorphismen!)

Die Elemente von C™(G, A) heiflen normalisierte Koketten. Z™(G, A) := ker 9,, sind
die Kozykel, B"(G, A) := bild 4,,_; die Korénder.
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n=1: (61 f)(x1,22) = 21 f(x2) — f(z122) + f(21) Damit:

(6-16) kerdy = {f | f(zy) = xf(y) + f(z)}
Diese Elemente heiflen gekreuzte Homomorphismen.
(6-17) (0o f)(x1) =21 f — f.

Elemente aus bild g heiflen zerfallend.

n = 2: (6of) (21,20, 23) = x1f(22,23) — f(2122, 23) + f(21, 2223) — f(271,22). Also
entsprehen Elemente aus kerd, genau den Faktorsystemen. bild §; entspricht der
Bedingung fiir dquivalente Faktorsysteme.

BEISPIEL 6.34: Es sei G := (g) eine endliche zyklische Gruppe und R := ZG. Wir
definieren M,, := R und dy,(z) := (1 — g)z =: Tx, dapi1(2) := Y peqaxr =: Nx. Es
gilt ker N = bild T" und ker N = bild T". Also ist

VAR V/ L BN V/ SN Vs 7 — 0

cine freie Auflésung von R. Wir erhalten: ker 7% = {z € M | gv = x}. Ferner gilt
H?* = H? und H>""' = H'.

SATZ 6.35 (Hilbert 90): Es sei K/k normal mit G := G(K/k). Dann gelten
HY(G,K*)=1, H'(K,K")=0.

Fir G = (g) zyklisch folgt damit auch € K hat Ng(z) =1 <= = =y/gy

und z € K hat Trg/,(2) =0 <= 2=y —gy.

Zu zeigen: B = Z'. Sei also f € Z'(G, K*) beliebig gegeben, d.h. f : G —
K*, also f(0) # 0 Yo € G. Nach Unabhéngigkeit der Automorphismen Algebra 1,
4.1 existiert ein § € K* mit

aw=) f(r)7(8) #0

TEG

Hierfiir gilt nun:

ol@) = ) of(r)or(P)

=Y He) fom)or(8)
= o)X f()r(8) = flo) a

TEG

Also f(0) = a/o(a) also (nach (6-17)) f € B.

Fiir zyklische Korper folgt aus 6.34:
HY G, K*)={r € K*|N(z) =1}/{z/gr | v € K*} =1

K*: Ubung. O
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SATZ 6.36: Es sei

eine exakte Sequenz von ZG-Moduln. Dann gibt es Verbindungshomomorphismen

0—-A—-B—-C—=0

6 H(G,C) — HYG, A) so, daBl

0 — HY(G,A) - HY(G,B) — H'(G,C) — H*(G, A) — ---

exakt ist.

Fehlt
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KAPITEL 7

Gitter

1. Grundlagen

DEFINITION 7.1: Seien by,... ,b; € R" linear unabhéngig iiber R. Dann nennt
man den Z-Modul

k
A= {Z)\zbz | /\1,... ,)\kEZ}

=l

ein Gitter der Dimension k. d(A) := det (b - bj)}/;i,jgk heifit Gitterdiskriminante
von A, und

H(A)::{:BER” | x:igbi,0§§i<l(1§i§k‘)}

i=1
bezeichnet man als das Fundamentalparallelotop (Grundmasche) von A. A" C A
heifit Teilgitter von A, sofern A’ selbst ein Gitter im R”™ ist.

Im folgenden sei A ein k—dimensionales Gitter im R"™ mit Z-Basis

bi,... b € R".

HILFSSATZ 7.2:

(1) d(A) = Vol (TI(A)).

(2) Ist A’ ein k—dimensionales Teilgitter von A mit einer Gitterbasis c1, ... , ¢, so
gilt

d(N') = | det(U)| - d(A)
fir U € Z** mit (c1,... ,c1) = (by,... ,bx) - U.

(1) Definiere f : R* — R™ mittels f(e;) = b; (1 <4 < k) und linearer
Fortsetzung = (R¥, [0, 1]¥, f) ist eine Parameterdarstellung des k—dimensionalen
Fléchenstiickes II(A) =

Vol,(T(A)) = / det(J% - J;)V2 dimy,
[0,1]%

N /[o 1)k det(b; bj)i/;i,jgk dmy, = d(A).

(2) Trivial.

O
HiLFssATz 7.3: Ist A’ ein k—dimensionales Teilgitter von A, so gilt
d(N)
A:N)= :
( ) a0

75
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Sei ¢y, ... , ¢ eine Z—Basis von A’. Nach Satz 5.41 konnen wir annehmen,
daf die Transformationsmatrix U = (u;;) € Z*** mit (c1,... ,cx) = (by,... ,bg) - U
eine untere Dreiecksmatrix ist. Da

k

i=1
ein komplettes Vertretersystem von A/A’ ist, folgt #V = (A : A’). Andererseits gilt
nach Hilfssatz 7.2
d(N)
d(A)

k
i=1
O

ALGORITHMUS 7.4 (Quadratische Erginzung): Zu A € R¥** positiv definit berech-
nen wir eine obere Dreiecksmatrix @ € R¥** so daB

k k 2
at e Ar =) g (l’ri‘ > Qijxj) :

i=1 j=it1
(1) (Initialisierung) Setze @ «— A.
(2) Fir i = 1,... ,k — 1 setze ¢;i < ij, ¢ij — ZJ (t+1 < j < k) und weiter
Quv < Quv — QuiQiv (i"f_l <p < ng)
(3) Setze ¢;; — 0 (1 <j <i<k).

Sei A € R¥** positiv definit mit zugehoriger quadratischer Form f(z) = 2t - A - 2.
Quadratische Ergénzung liefert dann

k k
flz) = Z%(l’ﬂr > @)’

j=i+1

2
k k
= qu(r1+ quaza+ -+ Q1k$k)2 + Z Qii (xz + Z qz’j%’)
=2 j=it1

=:g(x)
Betrachte nun die lineare Abbildung ¢ : R — R" mit zugehoriger Matrix

1 —qi2 ... —qin
0 1 0
0 0 1

Offensichtlich gilt det(U) = 1 und weiter
f(Uz) = quai +g(z) =2'(U"- A-U)a.

g 1aBt sich als quadratische Form in k — 1 Variablen (eben s, ... ,x;) auffassen. Ist
dann B € RE-Dx(FE-1 die zugehorige Matrix, so gilt
g |0 ... 0
0
det(A) = det(U*- A-U) =det | | B = q11 det(B).
0

Induktiv folgt daraus det(A) =TI, g
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ALGORITHMUS 7.5 (Auszihlalgorithmus): Zu A € R¥* und C' > 0 bestimmen wir
allez € ZF mit ot - A2 < C.

(1) Bestimme @Q € R¥** wie in Algorithmus 7.4.

(2) (Initialisierung) Setze i < k,T; «+ C,U; < 0.

(3) (Schranken fiir ;) Setze Z «— ,/%, B; «— | Z—U;] und weiter z; « [—Z—U;]—
(4) Setze z; «— x; + 1. Falls x; < B;, so gehe zu Schritt 6.

(5) Setze i «— ¢ + 1 und gehe zu Schritt 4.

(6) Falls ¢ = 1, so gehe zu Schritt 7, sonst setze ¢ < i — 1, U; « Zfziﬂ gijr;, T; —
Tit1 — Git1,i+1(2i01 + Uiyr)? und gehe zu 2.

(7) Falls x = 0, so terminiere, sonst gebe z sowie —x aus und gehe zu Schritt 4.

SATZ 7.6 (Diskretheit von Gittern): Zu z € R™ und C' > 0 gibt es nur endlich
viele y € A mit ||z —y|| < C.

4
5
6

Konsequenz aus dem Auszihlalgorithmus. O

KOROLLAR 7.7: Es existiert § > 0 mit ||z —y|| > dVa,y € A,z # y.

Angenommen fiir alle n € N existieren z,,, yp, € A, T, # Yp, mit ||z, —y,|| <
% = #{ze€ A | ||z|| £ 1} = 0o = Widerspruch zu Satz 7.6. O

KOROLLAR 7.8: Sei (z,,)nen eine Folge in A. Konvergiert (z,)nen gegen x € R™
so gilt x € A.

A ist nach Korollar 7.7 abgeschlossen in R". ]

SATZ 7.9: Sei k = n. Ist C' C R™ konvex und ursprungssymmetrisch, so enthalt
C einen nicht—trivialen Gitterpunkt, falls eine der beiden folgenden Bedingungen
erfiillt ist:

(1) Vol(C) > 2™d(A).

(2) Vol(C) > 2™d(A) und C kompakt.

(1) Fiir das Fundamentalparallelotop IT(A) gilt

= JIIA) +y
yEA
Damit folgt
1 1 1
-C=-CnRkR"=J (C’ N(y+ H(A)))
2 2 yen \2

und weiter

Vol(TI(A)) = d(A)<21nVol(C):Vol(;C)
_ vOl(U (;Cﬂ(erH(A))))
— Z\/ol( on( y+H(A))

yEA

— Y Vol ((;c - y> " H(A)) .

yeEA
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Angenommen (3C —u)N(3C —v) =0Vu,v € A u##v=

Svar((e-s)amw) = (U (3 -0)) mm)

yeA yeEA
< Vol(II(A))
= Widerspruch. Also existieren y,z € A,y # z, mit (3C —y) N (3C — z) # 0.
Fiir ¢1, ¢ € C mit %cl —y = %CQ — z folgt dann
1 1 1 1
O%y—z:icl—502:§cl~l—§(—02) eC.

(2) Wihle zunéchst eine monotone Nullfolge (e,)neny in R”Y und bilde
Cp=(1+e,)C (neN).

C,, ist offensichtlich fiir jedes n € N konvex sowie ursprungssymmetrisch, und es
gilt Vol(C,,) > 2"d(A). Zu jedem n € N existiert nach (a) also z,, € C,NA\ {0}.
Da C kompakt ist, besitzt (7,),en eine konvergente Teilfolge (2, ) en mit z :=
lim; .o T,; € C' = x € A nach Korollar 7.8.

[
2. Sukzessive Minima
DEFINITION 7.10: Fiir i € {1,... ,k} heifit
M; := min{y > 0| 3xy,... ,2; € A linear unabhingig mit ||z, ||* <y (1 <v <)}

das 7—te sukzessives Minimum.

HILFsSATZ 7.11:
(1) Es existieren yi, ... ,yx € A linear unabhéngig mit ||y]|> = M; (1 <i < k).
(2) v € A mit |[v]|*> = M; 148t sich zu einer Basis von A ergéinzen.

(1) Trivialerweise existiert y; € A mit [|y;]|> = M;. Sind nun gy, ... ,y;-1 €
A gefunden mit ||y;|> = M; (1 < i < j), so existieren nach Definition z1, ...,
z; € A linear unabhéngig mit [|2]|* < M; (1 < i < j). Insbesondere existiert
me{l,... 5}, sodaB yy,...,y;_1, Ty linear unabhéngig sind. O.B.d.A. m = j

und M; < M. Angenommen ||z;||* < M;. Gilt dann
Mj—r—l < Mj_,,« =...= Mj

fur ein r € {0,...,j — 2}, so sind y1,... ,yj_r—1,2; linear unabhéngig im Wi-
derspruch zur Definition von M;_,. Also folgt ||z;||* = M;.
(2) Konsequenz aus Satz 5.18.

O

SATZ 7.12: Es existiert eine nur von k abhéngige Konstante v, € R (Hermitesche—
Konstante), welche

M < AEd(A)?

leistet und minimal mit dieser Eigenschaft ist.
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Wir zeigen My < Crd(A)? fiir
4%k(1f—1)

3

Der Induktionsanfang (k = 1) ist trivial. Sei also nun & > 1. Nach Hilfssatz 7.11
kénnen wir ||b]|? = M; annehmen. Bilde

Cy:

flz) = zk: z;2;bib; (x = Zk: x,b,).

ij=1

Dann gilt

k
f(iL') = Ml(l’l + qujl'j>2 + g(xg, c. ,:Ck)

=2
mit det(A) = d(A)? und
_d(A)?
det(B) = M,

sofern A bzw. B die zugehorigen Matrizen zu den quadratischen Formen f bzw. g
sind. Seien nun ¥, ... ,y; € Z mit

9(y2, ... yyr) = min{g(za,... ,xx) | xo,... , 2k € Z,|xa| + -+ + |2k > 0}.
Nach Induktionsannahme folgt
d(A)?

oyl < o .
92,y yn) T < -

Wiéhle y; € Z mit

k

Y1+ Z q15Yj
j=2

1

< -—.
-2

Fiir y := 410y + -+ - + yxbr € A\ {0} folgt dann

1 d(A)?\ =T
Mle(y)SZMl—F (Ck—l 5\41) ) .

Damit

1
4 d(A)?\ T
M, < - _
1= 3 (Ck 1 Ml ) )

und weiter

AN k-1 ANK-T 4 L(k—2)(k-1)
My < <> Ckz—ld(A)2:<> <3> d(A)?

SATZ 7.13: Es gilt M, - ... M, < ~vFd(A)%
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Seien yi, ... ,yx € A linear unabhéingig mit ||y;||* = M; (1 < i < k). Ferner
sei Q € Q*F mit

(bl,... ,bk) = (yl,... 7yk>Q

Bilde Y := (yztyj)lﬁi,jﬁk sowie B = (bzbj)lgi,jgk' Fiir z € A mit

k k
€T = Zwbzbz = Zmyzyl (1.1717' e axbk € Z7yb17 <. >ybk S @)
=1 =1

gilt dann
HZ'HZ = ([L’bl,... ,xbk) - B- (.CEbl,... ,[L’bk)t
= (l’bl,... ,xbk)-Qt-Y-Q-(xbl,... ,.Tbk)t
= (Tyyr-e Ty ) Y (g, 1y,

Sei f die zu Y gehorige quadratische Form. Quadratische Ergénzung liefert dann
(21, 26) Y (21, .,z = flz,... %)

k k 2
= Z%’i (Zi+ Z Qijzj) .

i=1 j=i+1
=9i(2ir 2k)
Damit bildet man eine neue quadratische Form
G|
h(z1, ..., 2) = ; Mgi(zi, ey 2R
Ist C die zugehorige Matrix von h, so gilt
det(Y) d(A)?

det(Q" - O~ Q) = det(Q)* - det(C) = det(Q)?

M,-... My M, -... M,
Also erhalt man aus Satz 7.12

min{(z1,...,2) - Q" -C-Q-(21,...,2)" | z1,..., 2k €Z,|z| + -+ + || > 0}F
d(A)?
1. My

Sei nun z € A\ {0} beliebig. Ferner sei m maximal mit z,, # 0=

(Tpyy - - ,xbk)'Qt-C'~Q~(xbl,... ,xbk)t

= h(zy,, Ty, )
= D 0wy, Ty) 2 ﬁZ%(%ﬁ? Ty )
i=1 i m =1
1 1
= Mmf(xylw" 7xyk):M7m||xH2217
denn z ist linear unabhiingig von v, ... , Y1, daher ||z[|* > M,,. O

Zu by, ... by sei nun by, ..., by € R" die Orthogonalbasis von R-b; +---+ R - b,
welche man mit dem Verfahren von E. Schmidt berechnet, also

i—1
j=1
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bib; o
SATZ 7.14 (Hadamard): Es gilt
k
A) < TNl
i=1

Nach Konstruktion gilt
(b7, ... b)) = (b, ..., bg) - Q
fiir Q € R*¥* mit det(Q) =1 =
det(b§ ) bj)i/;i,jgk = det(b;‘t : b;k)}/gzugk
Ferner gilt [|bf|| < ||b;]| (1 < i < k) wegen

lo:]1* = 1167 1 +Zm] o51* > fle;1* - (1< i< k).

7j=1
Damit folgt

k k
d(A) = det(b:" - b2 o= TTI0:N < TT ol

i=1 i=1

KOROLLAR 7.15: Es gilt d(A)? < My - ... M.

Seien yy, ... ,yx € A linear unabhéingig mit [Jy;||* = M; (1 <4 < k). Dann
ist A’ := Zy, + - - - + Zyy, ein Teilgitter von A =

k
d(A)? < d(N')? < I lwll> = My - ... - M.

i=1

3. LLL-—reduzierte Basen

DEFINITION 7.16: Wir nennen die Basis by, ... , b, LLL-reduziert, falls gelten:
(1) il <5 (1< 5 <i<k),
(2) 116 + paimabf |1 > 10517 (1 < i < k).
SATZ 7.17: Sei by, ... , by LLL-reduziert. Dann gelten:
) llolI* < 27 HIBE(]* (L < j < i < k),

d(A) =TIy 1651 < TTi 1Bl < 2:k(k=1d(A),
b1 < 23¢Dd(A)%,
[61]1 < 25|z ]|* V 2 € AN {0},
Fiir z1,... ,2; € A linear unabhéngig gilt

16,1 < 2" max{laa |, . ll=l®} Q<5 <H).

(1
(2)
(3)
(4)
()
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(1) Zunéchst gilt
167 + pia—ab_y 1* = N07 17 + pd s 05 1 (1 <@ < k).
Also
* |2 3 2 * 2 1 * 2 .
011 = { 5 = #ia ) 10”2 SHBlE (1 <@ < k).
Daraus folgt induktiv zunéchst
o511 < 2776511 (1 <j<i<k)

und fir ¢ € {1,... , k} hiermit

i} i—1 . i} 1 i—1 i}
Ball* = 1107+ D pa; |17 < 11517 + 12 1671
j=1 7j=1

* |2 1 *2i_1 i—j *|2 1 *Qi_l J

< BFIP + G IBFIE 3227 = (1B I + 1107 1° > 2
j=1 7j=1

* 1 * 7 * 1 i—

= 917+ 107 1° (2 = 2) = [P (L + 527 = 1)

* 1— 1 17— *
= BHPET + 5) < 27 b1

Damit ergibt sich [|b;]|* < 277H|b5 > < 277 H[br || (1 < j <i < k).
(2) Aus (a) folgt zunéchst
k k

k
118 < H%“)Hb*!—d H%“> =D ().
=1

Die restliche Behauptung erhilt man aus dem Beweis zu Satz 7.14.
(3) Aus (a) folgt

k k
loa]* = TT loa]® < TT 2716711 = 22" Va(a)®.

i=1 =1

(4) Sei x € A\ {0} mit Darstellungen

k k
:L':inbi:z:cfbj (x1,... ,2x € Z,27,... 25 €ER).

Ist m der grofite Index mit z,, # 0, so gilt gemaf Konstruktion z,, =z, =
(1 > 7, 167,11 > (107, [1*.
Damit folgt aus (a)
[Ba][* < 27 H[by, 1* < 277 ||,

(5) Fiir
k

sei jeweils 4; der maximale Index mit z;, ; # 0. Wie in (d) folgt dann

eyl = o2 6 12 > ez 2 (1< <o),

'ijl
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O.B.d.A. gelte nun 73 < ... <4y = 11 < ... < 4, denn zq,...,x; sind linear
unabhingig = i; > j (1 < j <t). Also folgt aus (a)
1051 < 297 HIo7 12 < 257110 1P < 2" Hlal? (1< <o),

]

ALGORITHMUS 7.18 (LLL-Algorithmus): Aus der Basis by,... ,b; berechnen wir
eine LLL-reduzierte Basis ¢y, ... , ¢, von A.

(1) (Initialisierung) Setze ¢; < b;, C; « ||cf||? (1 < i < k) und m « 2.
(2) Setze | «—m — 1.
(3) Falls || > 3, so setze

T LMml+§J7 Cm < Cm — TCy,

fimg < pomg — Th; (L <G <T—=1), i < pyt — T

Falls | < m — 1, so gehe zu Schritt 5.

(4) Falls Cy, < (2 — p12,,n—1)Cim—1, s0 gehe zu Schritt 6.

(5) Setze [ «— [ — 1. Falls | > 0, so gehe zu Schritt 3. Falls m = k, so terminiere,
sonst setze m <— m + 1 und gehe zu Schritt 2.

(6) (Vertausche ¢,,—1 und ¢,,) Setze p < fimm—1,C — CoyA 12 Cry_1 SOWIE fyy -1 —
,uc“gl , Oy — Cm‘clc’",Cm_l «— C. Dann setze

()= )

Hm—1.5 - Hmyj (1 < j <m- 2>’
Hmj Hm—1,5

und fiir e = m + 1, ..., k schliellich

Him—1 1,um,m—1 ) 0 1 ) Him—1
(i) G ) () ()

Falls m > 2, so setze m « m — 1. Gehe zu Schritt 2.

Ferner

Um zu zeigen, dafl der obige Algorithmus terminiert, setze

A=Y Z-¢ (1<i<k).

j=1
Fiir D; := d(A;)? (1 <4 < k) gilt dann
— det( 1<,u v<i — H C

Nach Satz 7.12 folgt M} < ~¢- D; (1 < i < k), wobei M; die Lénge des kiirzesten
Gitters in A sei. Nach jedem Durchlauf von Schritt 6 des Algorithmus ist der neue
Wert von C),_; um einen Faktor < % kleiner als der alte Wert von C,,_; und damit

ebenso der neue Wert von D,,,_;. Andererseits bleiben die iibrigen D; unveréandert,
weil die zugehorigen Gitter A; sich nicht dndern. Also terminiert der Algorithmus.
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ALGORITHMUS 7.19 (MLLL-Algorithmus): Es seien ¢,...,¢; € A linear unab-
héngig. Zu cxy1 € A beliebig berechnen wir myq, ... ,my1 € Z mit
k+1

=1

Ferner bestimmen wir ¢}, ... , ¢, € A, so daf
k+1

k
N Z-c;=Y L.
i=1 i=1

(1) (Initialisierung) Setze C; < ||cf||?, ¢} «+ ¢ (1 < i < k + 1). Ferner setze H =
(hi,... ,hgs1) < Iy und m «— 2.

(2) Setze | «—m — 1.

(3) Falls gy > 3, setze

r— | + §J, =1, hy — i — Thy,
Pimg — fomg — Ty (L <G <T=1), ping < figu — 7
Falls ¢}, = 0, so setze ¢, «— ¢, (m < i < k),(mq,... ,my41)" < hy, und
terminiere. Falls [ < m — 1, so gehe zu Schritt 5.
(4) Falls Cy, < (3 — 112, ,,_1)Cm—1, so gehe zu Schritt 6.
(5) Setze | «+— [ — 1. Falls [ > 0, so gehe zu Schritt 3, sonst setze m < m + 1 und
gehe zu Schritt 2.
(6) Setze p «— ppmm-—1,C — Cpy + p?Cyy_q. Falls C = 0, so gehe zu Schritt 7. Setze

Cmflcm
C

Mom,m—1 u% sowie C,, < und fiir e =m+1,... ,k ferner

i m—1 L pmm— } (0 1\ [ fim—a
)=o) (0 ) ()

(7) (Vertausche ¢, , und ¢,) Setze C,,_; — C.
/
")

hm— 1 - hm C,m—l -
hm hm—l ’ C,/,n C

Mmyj Mm—1,5

Falls m > 2, so setze m «— m — 1. Gehe zu Schritt 2.

@

S

Wir zeigen nun, dafl der obige Algorithmus terminiert. Nach der Initialisierung gilt
zunachst Cp1 = 0. Wie in Algorithmus 7.18 schlieft man nun, dafl in Schritt 6 der
Wert C' nur endlich oft # 0 sein kann, da in diesem Fall der neue Wert von C,,
um einen Faktor < i kleiner als der alte Wert von C,,,_; ist. Also erreicht man nach
endlich vielen Schritten pi41x = 0 = bgyy ist linear abhéngig von by, ..., bx_1 (1).
Nach Voraussetzung existieren my, ... ,myyq € Z, |mq| + -+ + |myy1| > 0, mit

k+1

i=1

Aus (1) folgt dann my, = 0. Also ist
A, = Zbl + -+ Zbkfl + Zbk+1
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nach dem Beweis zu Satz 5.33 ein (k — 1)-dimensionales Teilgitter von A. Der Algo-
rithmus wird nun auf diesem Teilgitter fortgesetzt. Sofern er nicht vorher terminiert,
liefert er schlielich zwei linear abhéngige Vektoren ¢}, ¢, € A. Nach endlich vielen
weiteren Schritten gilt dann py2 = 0 = ¢, = 0. Damit terminiert der Algorithmus.
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KAPITEL 8

Dedekind Ringe

1. Projektive Moduln II

LEMMA 8.1: (1) Ein R-Modul P ist genau dann projektiv, wenn fiir jede exakte
Sequenz M — N — 0 auch Hompg(P, M) — Hompg(P, N) — 0 exakt ist.

(2) HOIHR(@Z‘E[MZ‘, M) = Hie] HOHlR(Mi, M)

(3) Homgp (M, IT;cr M;) = I1ier Hompg(M, M;)

(4) Es sei P = @P,. Dann ist P genau dann projektiv, wenn jedes P; projektiv
ist.

(1): Es sei f € Hompg(P, N) beliebig. P projektiv sichert die Existenz von
g: P — M mit hg = f, also h.(g) = f.

Die Riickrichtung ist trivial.
(2), (3): Ubung.
(4): Wir betrachten folgende Diagramme:

P; P,
DF; P
M N 0 M N 0

Wir nehmen nun ©F; projektiv an. Es sei f : P, — N beliebig. Dann ist fo=fm:
@ P, — N. Nach Voraussetzung existiert g : ®FP;, — M mit hg = f.g:=gt; : P, — N
tut’s.

Es sei nun P; projektiv fiir jedes ¢ und f : @F; — N beliebig. Zu f; := fi,: P, — N
existiert dann g; : P, — M mit hg; = fi. g : ®P;, — M : (x;) — X gi(x;) tut’s dann.

O

SATZ 8.2: Fiir einen R-Modul P sind dquivalent:

(1) P ist projektiv.

(2) Es seien M, N weitere R-Moduln. M 2 N — 0 exakt impliziert
Homp(P, M) % Homp(P, N) — 0 exakt.

(3) Ist h : M — N surjektiv und f : P — N beliebig, so gibt es ein g : P — M
mit f = hg.

(4) Fiir jede exakte Sequenz M 2 P — 0 existiert g: P — M mit hg = idp.

(5) Ist0—>Mi>N£>P—>0exakt,sofolgtN%MEBP.

(6) Es gibt einen freien Modul F und N < F mit F = N & P

87
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(1)=(2):8.1.(1) Es sei f € Hom(P, N) beliebig. P projektiv sichert die
Existenz von g : P — M mit hg = f, also h.(g) = f.

(2)=(3): f surjektiv bedeutet M — N — 0 ist exakt.
(3)=(4):trivial

(4)=(5): Mit (4) folgt die Existenz von g : P — N mit idp = hg. Da g injektiv
ist, konnen wir P als Teilmodul von N auffassen. Da die Sequenz exakt ist, ist f
injektiv und M ebenfalls ein Teilmodul von N. Zeige: N = M & P. Wegen a =
a — gh(a) + gh(a) und h(a — gh) =0 folgt N =M + P. Esseinuna € M NP. =
h(a) = 0 und gh(a) = a also a = 0.

(5)=(6): Es sei z; ein Erzeugendensystem fiir P und F' der hier von frei erzeugte
Modul. Die Abbildung h : F — P : lz; — x; ist surjektiv, so dal FF — P — 0 exakt
ist. Mit R := ker h erhalten wir eine kurze exakte Sequenz 0 — R — F — P — 0.
Mit (5) folgt die Behauptung.

(6)=(1): Da F frei ist und daher projektiv, ist dies eine Folge von 8.1.(4). O

DEFINITION 8.3: Es sei R ein unitdrer Integritatsring. R heiflit Dedeking Ring,
wenn jedes Ideal a von R als R-Modul projektiv ist.

Dies ist eine Verallgemeinerung von Hauptidealringen: Ein Ring ist PID genau dann,

wenn jedes Ideal als R-Modul frei ist.

DEFINITION 8.4: Es sei R ein Integritétsring.

(1) Ein R-Modul M C Q(R) heifit gebrochenes Ideal (engl. fractional ideal), wenn
es ein a € R gibt mit aM C R

(2) Fiir gebrochene Ideale a, b ist [a/b] := {z € Q(R) | b C a}

(3) Fiir gebrochene Ideale a, b von R ist ab := {> g, a;b; | a; € a,b; € b}

(4) Ein gebrochene Ideal a heifit invertierbar wenn es ein Ideal b mit ab = R gibt,
al:=b.

AD jetzt konnen alle Ideale (wenn nichts anderes gefordert wird) ohne Vorwarnung
gebrochen sein. Gewohliche Ideale heiflen auch ganze Ideale

BEMERKUNG 8.5: (1) Jedes ganze Ideal ist ein gebrochenes Ideal (mit a := 1).

(2) abist ein Ideal: Esseiaa C Rund bb C R. Dann gilt ab} s, a;b; = Yq, (aa;)(bb;) €
R, also abab C R. Offenbar ist ab ein R-Modul und damit ein gebrochenes Ideal.

(3) aR=Ra=a (1 € R!

(4) [R/a] ist ein Ideal: a[R/a] C R fiir jedes a € a nach Definition.

(5) a[R/a] C R: Nach Definition.

(6) aist invertierbar, genau dann, wenn a[R/a] = R gilt: a invertierbar, also ab = R
mit b := a~!. Wegen ba € ab C R fiir alle b € b folgt b C [R/a], und damit
R=ab Ca[R/a] CR.

(7) a ! ist eindeutig (wenn existent): ab = R impliziert b C [R/a]. Damit folgt
b= Rb=[R/alab = [R/a|R = [R/a].

SATz 8.6: Die Menge Ig der invertierbaren Ideale bildet eine (multiplikative)
Gruppe, die Menge Pr der Hauptideale eine Untergruppe. Clg := Ig/Pg ist die
Klassengruppe (Picard-Gruppe) von R.

Klar. O



1. PROJEKTIVE MODULN II 89

LEMMA 8.7: Essei P ein R-Modul. P ist genau dann projektiv, wenn es Elemente
pi € Pund f; € Homg(P, R) gibt so, daf fiir jedes a € P nur endlich viele f;(a) # 0
sind und a =Y fi(a)p; gilt.

Es sei P projektiv. Nach 8.2.(6) existiert ein (iiber X) freier R-Modul

F,sodaB F = P@ M gilt und F 5 P — 0 exakt ist. Nach 5.13.(4) ist die
Darstellung x = Y r;(z)x; (z; € X, ri(z) € R) eindeutig, so dal z +— r;(z) ein
R-Homomorphismus ist. Mit a; := f(x;) und f; := f|p erhalten wir die gewiinschte
Darstellung.

Es seien nun f; : P — R und a; € P gegeben. Wir definieren F' als den von a;
frei erzeugten R-Modul und betrachten die Abbildungen g : P — F : x — x und
fi:F — P:xw x. Offenbar gilt fg = idp und daher F = P & M mit M := ker f.
Nach 8.2.(6) ist P daher projektiv. O

SATZ 8.8: Ein Ideal ist genau dann invertierbar, wenn es ein projektiver R-Modul
ist.

1 1

Es sei a invertierbar, d.h. aa™ = R. Also existieren a; € a und b; € a~
mit 1 = > g, a;b;. Definiere f; : a — R : x +— b;x. Dann gilt © = 1o = Y g, a;bjx =
>din. @i fi(x) und a ist projektiv nach 8.7.

Es sei nun a projektiv. Nach 8.7 existieren f; : a — R und a; € a mit x = Y a; f;(x)
fiir jedes x € a.

Definiere z; := f(x)/z € Q(R) fir 0 # z € a. Dies ist unabhéngig von der Wahl von
v xfi(y) = filey) = yfi(x), also fi(z)/z = fi(y)/y.

Wegen z;a = fi(x)/za = fi(ax)/x = fi(a)x/x = fi(a) € R fiir jedes a € a folgt
z; € [R/a]. Fir z € a sind nur endlich viele f;(z) # 0, also z = Y4, fi(a)a; =
>fin, TLTi4; = T Y ogn Tia;, also 1 =Yg x;a; und daher R = a[R/a]. O

LEMMA 8.9: Essei R ein Integritétsring und M ein endlich erzeugter torsionsfreier
R-Modul. Dann ist M Teilmodul eines freien Moduls.

Es seien x1, ..., x, Erzeuger von M. M ®g Q(R) =: V ist ein m-
Dimensionaler Q(R)-Vektorraum (m < n) mit Basis yi, ..., yp. In dem wir z € M
mit = ® 1 identifizieren gilt M C V und x; = 3°7"; 7 ;4;. Wihle nun ein 0 # d € R
mit dr; ; € R fiir jedes ¢ und jedes j. Damit gilt dann M C 1/d Y y;R. [

SATZ 8.10: Essei R ein Dedekind Ring und M ein endlich erzeugter torsionsfreier
R-Modul. Dann gibt es Ideale a; von R und Elemente z; € M ®x Q(R) mit
M = Z?:l a;x;.

Es sei F' der in 8.9 konstruierte freie Modul. Der Beweis geht nun per
Induktion iiber die Dimension n von F'. n = 0: Klar

n—1+— n: Essei M C F wo F frei vom Rang n mit Basis z1, ..., x, ist. F’ sei
der frei von zq, ..., x, 1 erzeugte Modul. Wir betrachten die Abbildung f : F —
Q(R) : X, x;r; — 1, bzw. die Einschrankung f|y : M — R. Da F frei ist, ist f
wohldefiniert und linear. Die Sequenz:

0—kerf — M —bildf —0
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ist exakt, bild f ist ein R-Teilmodul von R also ein Ideal, also ein projektiver Teilm-
odul. Mit 8.2.(5) folgt M = bild f @ ker f. Damit ist ker f endlich erzeugt, es gilt
ker f C F'. Nach 8.2.(4) existiert g : bild f — M, also (wegen dim bild; ® Q(R) = 1)
existiert ein y € F' mit g(a) = ya.

Nach Induktionsvoraussetzung folgt: ker f = S7 ! a;a; und M = ybild f+37 a;a;.

(Wegen kerf C F' folgt a; € F') O

2. Dedekind Ringe

Nach dem wir gesehen habe, dal Dedekind Ringe niitzlich sind, werden wir uns nun
etwas mehr mit ihnen beschéftigen.

Insbesondere wollen wir ein paar Ringe als Dedekindsch nachweisen.
SATZ 8.11: Es sei R ein Dedekind Ring. Dann ist R Noethersch und jedes Prim-
ideal (0) # p ist maximal.

Es sei (0) # a ein Ideal. Da a invertierbar ist, existieren a; € a und b; € a™!

mit 1 = 3", a;b;. Damit folgt = 1o = }°' | xb;a; mit x;b; € R fiir x € a. Daher
ist a, ..., a, ein erzeugenden System fiir a, a ist endlich erzeugt und R Noethersch.

Es sei nun (0) # p ein Primideal in R und m 2 p maximal. Damit gilt pm~! C
mm~! = R und pm~! ist ein ganzes Ideal. Wegen (pm~)m = p folgt pm~* C p oder
m C p da p Primideal ist. Aus pm~! C p folgt m™' C p~lpm=! C p~!'p = R und
damit m = R. Also gilt m C p und damit p = m, p ist maximal. m

DEFINITION 8.12: Es sei R ein Integritédtsring und K O R ein Korper. a € K
heifit ganz iber R, falls es ein normiertes Polynom f € R[z] mit f(a) = 0 gibt.

Offensichtlich sind ganze Elemente immer auch algebraisch iiber Q(R).

LEMMA 8.13: Es sei R ein Integritatsring und K O R ein Koérper sowie a € K.
Dann sind aquivalent:

(1) a ist ganz tiber R
(2) RJa] ist endlich erzeugter R-Modul
(3) Es existiert ein endlich erzeugter R-Modul 0 # M C K mit aM C M

Ubung Il

KOROLLAR 8.14: Die Menge CI(R, L) aller R-ganzen Elemente in L bildet einen
Ring, den ganzen Abschlufs von R in L

In der Ubung haben wir gesehen, daf8 die iiber Z-ganzen Elemente einen endlich
erzeugten (freien) Z-Modul vom Rang (L : Q) bilden.

DEFINITION 8.15: Ein Ring R mit CI(R, Q(R)) = R heifit ganz abgeschlossen.

SATZ 8.16: Es sei R Integrititsring, R C K ein Korper, L/K eine Erweiterung
von K. Dann gilt CI(R, L) = CI(CI(R, K), L).
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Wir setzen S := Cl(R, K), miissen also CI(R, L) = CI(S, L) zeigen. Wegen
R CClR,K) = Sist CI(R, L) C CI(S, L) klar. Sei nun also z € CI(S, L) und a; € S
mit 2" + Y74 a;z’ = 0 gegeben. Setze Ry := Rlag, ... ,a,_1]. Ry ist als R-Modul
endlich erzeugt (mit Induktion und 8.13). Ferner ist z € CI(Ry, L), also ist Ry[x]
nach 8.13 endlich erzeugter R; Modul und damit ebenfalls {iber R endlich erzeugt.
Wegen xR;[z] C Ry[x] folgt dann mit 8.13 = € CI(R, L). O

’KOROLLAR 8.17: Ganze Abschliisse sind ganz abgeschlossen. ‘

‘KOROLLAR 8.18: Dedekind Ringe sind ganz abgeschlossen. ‘

Es sei x € CI(R, Q(R)) beliebig. Nach 8.13 ist R[x] ein endlich erzeugter
R-Modul, R[z] := (ay,... ,a,). (fir a; € Q(R) geeignet) Wihle b € R mit ba; € R
fir alle ¢. Dann gilt bR[z] € R und R[z] ist ein Ideal, also invertierbar. Wegen
1 € Rx] folgt R[z]* = R[z]. Damit gilt:

R[z] = RR[r] = R[z]R[z] ' R[z] = R[z]*R[z] ™' = R[z|R[z] ' = R

also r € R. N
LEMMA 8.19: Es sei R Noethersch und (0) # a # R ein ganzes Ideal. Dann gibt
es Primideale py, ..., p, mit p1---p, C T Cp;N---Np,.

Es sei M := {a | 8.19 gilt nicht}. Angenommen M # (). Dann gibt es in
M ein maximales Element a. a kann kein Primideal sei, da anderfalls 8.19 trival
erfiillt ist: a = a = a.

Also gibt es a, b ¢ a mit ab € a. Setze b := a + (a) und ¢ := a + (b). Offenbar gilt
a Cb,c C R. Angenommen b = R, dann folgt (b) = Rb = bb = ab+ (ab) C a. Also
gilt b, ¢ # R. Da a maximal war gilt 8.19 fiir b und ¢. Also gibt es p;, und g; mit
PP, COHCpN---Np und gy g, CcCqrN---NQyp. Mit a = bNc erhalten
wir 8.19 dann auch fiir a. (Beachte: ab C a N b fir alle Ideale). O

LEMMA 8.20: Es sei R ein Noetherscher Integritétsring, der ganz abgeschlossen
ist und in dem jedes (0) # p Primideal maximal ist. Dann ist jedes Primideal
invertierbar.

Es sei (0) # p ein Primideal. Fiir 0 # a € p gibt es nach 8.19 Primideale
p; mit py -+ - p, C (a). Fixiere nun a so, dal n moglichst klein ist. Wegen a € p und p
prim, gibt es daher ein iy (0.b.d.A. ig = 1) mit p; C p, also p; = p. Da n minimal war,
gilt pa---p, & (a), also gibt es ein b € py---p, \ (a). Wegen bp C ppy---p, C (a)
folgt ba='p C R also ba™! € [R/p]. b ¢ (a) impliziert ba~! ¢ R also [R/p] D R.

p[R/p] ist ein Ideal. Wegen p = pR C p[R/p] C R folgt also p[R/p] = p oder = R.
Angenommen, es gilt p[R/p] = p. Dann folgt p[R/p]" = p fiir alle n € N und damit
fir 0 # 2« € pund y € [R/p] \ R sogar xy" € p C R. Damit erhalten wir zR[y| C R,
so dafl zR[y| ein ganzes Ideal ist. R ist Noethersch, also gibt es aj, ..., a,, mit
rR[y] = (ai,...,a,). Damit folgt auch R[y] = (a;27',... ,a,z™!). Nach 8.13 ist
daher y € CI(R, Q(R)), also y € R nach Voraussetzung.

Also erhalten wir p[R/p] = R und p ist invertierbar. O

LEMMA 8.21: Die Voraussetzungen seien wie in 8.20. Dann ist jedes ganzes Ideal
R # a als Produkt von Primidealen darstellbar.
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Angenomen, 8.21 ist falsch. Dann gibt es ein Ideal a welches sich nicht in
Primideale faktorisieren ldsst. Nach 8.19 existieren p; mit py---p, C a. Unter all
diesen a wihle eines wo n minimal ist. n = 1 impliziert a = p, also n > 1. Fiir
p = p; folgt (wegen a C py) po--p, Cap ! C pp~! = R. Daher ist ap~! ein ganzes
Ideal. Nach Wahl von a gilt ap~! = q; - - - q,,, und daher a = pq; - - - qy,. O

SATZ 8.22: Ein unitédrer Integritétsring R ist Dedekind Ring genau dann, wenn

(1) er ganz abgeschlossen ist
(2) er Noethersch ist
(3) jedes Primideal maximal ist.

8.11 (2, 3), 8.18 (1) zeigen, dafl die Bedingungen notwendig sind.

Es sei nun R ein unitérer Integritatsring mit 1-3 und (0) # a ein Ideal. Dann gibt es
a € Rmit aa C R. Nach 8.21 gilt aa = p; - - - p,, und daher a = (a=)p; - - - p,,. Also ist
a Produkt invertierbarer Ideale und daher invertierbar. Mit 8.8 ist a projektiv. [J

SATZ 8.23: In einem Dedekind Ring 148t sich jedes Ideal 0 # a (bis auf Reihen-
folge) eindeutig als Produkt von Primidealen schreiben.

Die Existenz folgt aus 8.21, es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Es sei
a=pi-Pp =01 qn gebenen. Wir wihlen a so, daB n < m minimal ist fiir alle
Ideale die vercshiedene Faktorisierungen zulassen. Aus q; - - - g, C p; folgt (0.b.d.A)
gr =piund qo - - - 4, = P2 - - - Pn. Nach Wahl von a sind nun die Restfaktorisierungen
gleich. O

BEMERKUNG 8.24: Es sei R ein Dedekind Ring.

) Der ganze Abschluss von Z in einem beliebigem Zahlkorper ist Dedekindsch.

) Die Gruppe der von (0) verschiedenen Ideale ist frei erzeugt von den Primidealen.
) Ein ganzes Ideal a kann nur endlich viele ganze Teiler haben.

)

a Cb < bla < a = bc mit einem ganzen Ideal ¢: Es sei a = bc mit
1

(1

(2

(3

(4
¢ ganz. Dann gilt a = aR C ac™ = b. Gilt nun andererseits a C b, so folgt
ab- ' Cbhb'=Rund ¢c:=ab"! C R.

(5) Es sei a ein Ideal. Dann existiert ein Hauptideal (a) mit (a)a™! C R.

(6) Es gilt a +b = ggT(a,b) fiir ganze Ideale: Wegen a, b C a + b folgt aus

a+blggT(a,b). Da a+ b minimal ist mit a, b C ¢, folgt die Behauptung.
(7) Es gilt anb = kgV (a, b) fiir ganze Ideale.

BEMERKUNG 8.25: Es sei R Dedekind Ring und (0) # p ein Primideal. Nach
8.24.(2) ist die Funktion v, : Ig — Z : a +— z mit p*|ja wohldefiniert. Fiir 0 #
r € Q(R) setzten wir v,(z) := ve(xR). Dann gelten:

vp(ab) = vy(a) + vy(b)
R={a € Q(R)|vy(a) > OVp}

p(a -+ b) = min(vy(a), v,(b))
op(a16) = max(ey (@), vp(6))
vy(x + y) > min(vy(z),v,(y)) wobei > hochstens dann auftreten kann, wenn
vp(x) = 71Jp<y) gilt.

(a+b)"!
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Es z € Q(R) mit vy(x) > 0 heifit auch p-ganz.

SATZ 8.26 (Schwacher Approximationssatz): Es seien py, ..., p, Primideale, [; €
Z beliebig. Dann gibt es ein z € Q(R) mit vy, (z) = I; und vy(z) > 0 {ir jedes
weitere Primideal.

Wihle z; € pii \ p“*! beliebig und ein @ € R mit ax; € R fiir alle . Fiir

jedes Ppni1, - .., Pm mit p;|(a) wihle ein x; € p;}’”(a) \p;jpi(a)ﬂ. Mit dem Chinesischem
li+vp, (a) .
cmod pi T <<
Restsatz erhalten wir ein & € R mit z = { “*" ™ Ps =UET g = z/a
a; mod po*® sonst.
erfiillt dann alles. O

LEMMA 8.27: Es seien a, b, ¢ Ideale. Dann gibt es z, y € Q(R) mit za + yb = c.
Speziell kann jedes Ideal mit maximal zwei Elementen erzeugt werden.

Wihle 3 € b~'c beliebig, p;, ..., p, seien alle Primideale die in der
Faktorisierung von a, b, ¢ und (3) auftauchen (dies sind nur endlich viele!). Mit
8.26 finde ein z € Q(R) mit vy, (z) = vp,(ca™!) und vy(z) > 0 sonst. Dann folgt
vp(za + 5b) = min(vy (za), v(8b)) = vy(c). O

DEFINITION 8.28: Es sei M ein endlich erzeugter R-Modul, R ein Dedekind Ring,
V = M ® Q(R). Ideale a; und Elemente a; € V mit M = > | a;a; heien
Pseudobasis fir M.

Essei 0 # a € V beliebig. a, := {z € Q(R) | zao € M} heiflt das Koeffizientenideal

zu .

BEMERKUNG 8.29: (1) In 8.10 haben wir gesehen, daf Pseudobasen immer existie-
ren.

(2) Fiir jedes a € V gilt a, # (0). Ferner ist a, immer ein Ideal.

(3) Fiir eine Pseudobasis (a;, ;) gilt stets a,, = a;.

LEMMA 8.30: Essei M =37 | a;a; ein R-Modul und o = Y7 | 7, € V beliebig.
Dann gilt

n .
o = () &
i=1

1T

wobei wir formal a;/0 = Q(R) setzen.

Es gilt za = ¥ (2r;)o; und xa € M genau dann, wenn xr; € a; fiir
jedes i gilt. Also = € a;/r;. O

KOROLLAR 8.31: Es sei xy, ..., z, eine Basis von V := M ® Q(R). Dann gibt es
eine adaptierte Pseudobasis, d.h. M = Y7 | a;a; mit oy € (xq,... ,2;).

Folgt direkt aus dem Beweis von 8.10. Eigentlich wollte ich es als Korollar
anhdngen, dafl hiatte aber die ganze Numerierung durcheinander gebracht. O

SATZ 8.32: Es seien M =37, a;o;; und N = Y1, b,3; zwei Moduln (von vollem
Rang) (o, B; € V, a;, b; Ideale in R, M @ Q(R) =V, N® Q(R) = V) und
U= ('LLL]') € Q(R)nxn mit Z?:l ui,jﬁi = Q.

Dann gilt M C N genau dann, wenn u;; € a; 1bj, M = N falls zusétzlich
det UH?:l a; = H?:l bz gllt
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Es gllt 0o, € M und Z?:l U'Ljaiﬁj = aq;; C M - N, also U; 4 - b]’.
Aus der Definition der Determiante (det U = Y, s, sign(m) [T/~ % x¢;)) folgt dann
det U, a; C I, b;. Indem wir N € M benutzen, folgt =.

Es gelte nun det U I[;—; a; = [[;=; b; und M C N. Aus dem gezeigten folgt u,; €
bjajl. Nach der Cramerschen Regel gilt U™ = (v;;);; mit v;; = detU; ;/detU
wobei U, ; die Adjunkte ist (wir streichen in U die jte Zeile und die ite Spalte).
Aus der Definition der Determinante folgt dann det U; ; € 1, al_l [l b und v; 5 €
a,-bj_l. Damit erhalten wir N C M. O

LEMMA 8.33: Es seien a, b, ¢, 0 Ideale und a € Q(R) mit ab = acd. Dann gilt (als
R-Modul):

adbb=cd0
bzw. fiir M = aa + b3 C V existieren v, 6 € V mit M = ¢y + 04.

Es sei M = aa+ b3 C V. Nach 8.27 kénnen wir x1, ; mit ¢! = za7! +
y1b7! finden. Definiere v := xya+a24. Nach 8.30 und 8.25.(6) gilt a, = a/z1Nb/xy =
(zra ! +25671) 7! = ¢. Nun ergéinzen wir v mit d, zu einer Q(R) Basis von M @Q(R).
Nach 8.31 gibt es hierzu eine adaptierte Pseudobasis v;¢; + 6101 mit v, = 7y und
daher ¢; = ¢/x. Also erhalten wir eine Pseudobasis in der Form ~¢+ 9;0;. Nach 8.32
existiert dann y € Q(R) mit 9;¢ = y0c. Mit 6 := 9, /y folgt dann die Behauptung. [

KOROLLAR 8.34: Es sei M = >, a;; ein Modul, by, ..., b, Ideale und v €
Q(R) mit [T, a; = vIIi-, b;. Dann gibt es Elemente §; € V mit M = > | b;3;.

Ubung. Il

Speziell fir by = --- = b, ; = Rund b, = [[, a; folgt also M = R" ' & b,.
Einen Darstellung von dieser Form heifit auch fast freie Darstellung (eng. almost
free representation).

KOROLLAR 8.35: Zwei torsionsfreie Moduln von gleichem Rang sind genau dann
isomorph, wenn die Ideale in der gleichen Klasse mod Pg liegen. Diese Klasse heif3t
Steinitz-Klasse von M, St(M).

O.b.d.A. kénnen wir M @ Q(R) = N ®r Q(R) =V annehmen. Es seien
M =3%7" a0, und N =37 | b, 3; beliebige Pseudobasen. Wegen [}, a; = v [/~ b;
gibt es nach 8.34 Elemente BZ mit N =", aiBi. Den Isomorphismus erhalten wir
nun mittels o; — BZ O

SATZ 8.36: Es sei M ein endlich erzeugter R-Modul iiber einem Dedekind Ring.
Dann gilt M = Tor(M) & R* @ a mit k € Ny und einem Ideal a.

Wir haben folgende exakte Sequenz:
0 — Tor(M) — M — M/ Tor(M) — 0

wobei M/ Tor(M) endlich erzeugt und torsionsfrei ist (5.10). Nach 8.2.(5) gilt daher
M = Tor(M) & M/ Tor(M) und mit 8.10 folgt M = Tor(M) & a; & --- & a, fur
Ideale a;. Mit 8.33 folgt dann die Behauptung. O]
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Nun wollen wir noch den Torsionsteil genauer Untersuchen und eine Verallgemeine-
rung der Smith-Normal-Form erhalten. Dazu werden wir uns ndher mit den Pseu-
dobasen beschéftigen.

LEMMA 8.37: Es seien a, b Ideale, a, § € Q(R), o und [ nicht beide 0. Setze
¢ := aa + Bb. Dann gibt es u € ac™! und v € be™! mit au + Bv = 1.

Falls @ = 0 gilt, so funktioniert v := 0, v := 1/3, f = 0 analog. Sei nun
also a8 # 0. a; := aac™! by := Bbc™!. Wegen 0 = ggT(a, 8b) sind a; und b; ganze
Ideale mit a; + b; = R. Also gibt ese € a; und f € ¢y mit e+ f = 1. u:= e/a und

v := f/f sind dann Losungen. O
SATZ 8.38: Es sei
a b
M:=|a b
c d

ein R-Modul vom Rang 2. Dann gibt es eine Matrix 7' € Q(R)**? mit MT = M
wobel T'M eine Pseudobasis der Form

C
1
*

* O <@

hat, mit © = aa + bb und 0 = abc™!, det T = 1.

Wende 8.37 an und erhalte u € aac™!, v € bbc™!. Setze T := < Z _ab )
Dann gilt (fiir die Matrizen)

a b u —b 1
MT:(C d)(v a>:<cu—|—dv —cb+ad>
(

Wegen u € ac™® v € b und b € ad™! = ac(ab)™! = cb™! = (aa + bb)b~
aab™ + bR und (analog) a € bd~! folgt mit 8.32 (fiir die Moduln) M = MT.

a b
KOROLLAR 8.39: Eine Pseudobasis [ 1 a | mit a | ab kann unimodular in eine
b ¢
a b
Pseudobasis [ 1 0 | transformiert werden.
b d
In 8.37 kann v = 1, v = 0 gewéhlt werden. O]

KOROLLAR 8.40: Zu Paaren (a;,a;) € I, x Q(r)™ (1 < i < n) von Idealen
und Elementen gibt es eine Matrix 77 € Q(R)™™ mit detT = 1 so, daf fiir
(Bry--- s Bm) = (a1,... ,00)T und b; := ag, (fir M =37, a;a;) gilt:

(].) bl = ggT(Oél Y | 1 S 1 < m)

(2> M = Zml bzﬂz

3) fri=1p,;=02<i<m)
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Dies liefert dann einen , konstruktiven“ Beweis fiir 8.10 und 8.31 — falls 8.37 , kon-
struktiv ist. Damit erhalten wir eine ,,Smith Normalform* (Elementarteiler Nor-
malform) fiir Moduln tiber Dedekind Ringen:

SATZ 8.41 (Elementarteiler Normalform): Es seien M und N R-Modul vom Rang
n. Dann gibt es eine Basis wy, ..., w, von V, sowie Ideale ¢; und 0; mit M =
Z?:l C1Ws, N = Zi:l C;0;w; und 01 | 09 | .. 0.

Falls N C M gilt, so erhalten wir 9; C R. M/N = @, R/0;.

Wir haben Pseudobasen (a;, ;) von M und (b;,3;) von N. In dem wir
(wenn notig) N durch aN ersetzen, konnen wir N C M annehmen.

Da die Moduln beide vollen Rang haben gibt es eine Matrix 7" € Q(R)™™"™ mit
(a1, ... ,a,) = (B1,...,0,)T. Die Spalten von T seien t1, ..., t,,, die Zeilen sq, ...,
sp. Nach 8.32 gilt nun ¢; ; € aj_lbl-.

Per Induktion beweisen wir zuniichst: Es gibt Pseudobasen (&;, @;) von M und (b;, &;)
von N (= T =id!): n = 1: klar.

n +— n + 1: Fiir den Modul mit der Pseudobasis < ?1 ?n ) gibt es nach

1 .- n

8.40 eine unimodulare Spaltentransformation U auf eine Pseudobasis der Form
a, a, ... a

n

1 0 ... 0 | mita)=>0,a;t,. Zusitzlich gilt MU = M.
bfl S1
Fiir den Modul : ¢ | (s; sind die Zeilen der neuen Matrix!) erhalten wir mit
b, s,

8.40 nun eine unimodulare Zeilentransformation V auf eine Pseudobasis der Form
by 1 =«
.
b2 O * s —1 n —1 . . . —1 .
i .. | wobei b} =371, b, s,y ist. Hier gilt nun NV~ = N. Da wir N
bt 0 %

und M nicht geéindert haben, gilt nun 1 € b} '} also b, ~'a/ ist ein ganzes Ideal.

Das Tripel (t1.1,a;,b7") wird in ein Tripel (1,d}, ;") iiberfiihrt. Es gilt
a) = Z a;ity; = agty g + Z a;t1
i=1 =2

und

5,171 = Z bi_ltz’,l = bl_ltl,l + Z bz‘_ltm
i=1 i—2

Nun iterieren wir die beiden Schritte.

Da nach dem 1. Durchlauf ¢;; = s;; = 1 gilt, werden also ay, 67! und alb’f1
jedesmal grofer. Wegen 1 = t;; € aj'b; gilt a;b7' C R, also kann das Produkt
nur endlich oft wachsen (grofer werden heift teilen!), nach endlich vielen Schritten
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bleiben also sowohl a; als auch b; invariant. Nach 8.39 erhalten wir damit 7" in der

10 ... 0

0 * ... =
Form

0 * ... =x

Auf den verbleibenden Modul kénnen wir nun die Induktionsvoraussetzung anwen-
den und erhalten T" = id.

Als niichstes werden wir a;b7" | apby ! erreichen, sei also ein System

a; 0o
by' 10
b, 0 %

mit a;b; ' C R gegeben. Falls a; 2 ay, wende 8.33 an um eine Spaltentransformation
auf die Form
a+as apMNas
byt * *
by! * *
zu erhalten. Indem wir nun das oben gezeigte auf das neue System anwenden (wobei
wir mit Zeilentransformation anfangen!) erhalten wir

ap @
o, 1 0
b, 0 %

(durch Zeilen- und Spaltentransformationen). Ferner gilt a) D a; und (wegen ajay =
ajah, af D ap +ag) a) D al.

Indem wir dies nun auch fiir die Zeilen durchfiihren erhalten wir ein System

aj aj
-1
b1 1 0
-1
b} 0 =

mit af 2O a, by~ 2 b4~ und daher afb} "' | ajb} .
Induktiv erhalten wir nun die Teilbarkeitsbedingung iiberall.

M/N =TI ¢;/¢;0; =2 17, R/0; ist offensichtlich korrekt (mit 8.46). O

DEFINITION 8.42: Die Ideale 9; aus 841 heilen FElementarteiler von M.
ordr(M) := ord(M) := [}, 9; heifit Ordnungsideal von M.

Fiir nicht Torsionsmoduln definieren wir ord(M) = (0).

Fiir einen torsionsfreien Modul M = }"" ; a,; definieren wir die Moduldetermi-
nante dpr == det AT}, a; wo A = (v, ... ,q,) € Q(R)™" ist.

8.32 zeigt, daB die Moduldeterminante wohldefiniert ist. Es gilt Ann(M) = 0,,. Fir
R =17 gilt ord(M) = (#M). 8.41 zeigt

ord(M/N) = dndy; .

Als néchstes wollen wir (wie in 5.43) eine Eindeutigkeit zeigen. Dazu benétigen wir
jedoch noch weitere Hilfsmittel.
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ai as
LEMMA 8.43: Es sei bfl aiy are | ein System wie in 8.41. Fiir Transforma-
-1
by 21 Aa22
ay az
) . _ . -1
tionen U, V mit MU = M und NV~! = N auf ein System | b} a}; a},
r—1 / /
b3 Qo1 Qg9
gilt dann
-1 1o —1
> ajiaib;t =) aj;ab;
,J 4,J

Wir untersuchen die Auswirkungen der Elementartransformationen ein-
zeln:

A0
01
die b; bleiben ungedndert. In der Summe: ay 1 Aa; /Aby+as 1 ay /Abs+aq 2 Aagby +
az s azby dndert sich daher nichts.

e Skalieren (mult. mit ). Fiir die Ideale heifit das: (a1, a2) — (a;/A, az),

(1] i\ dndert die a; b; nicht (falls A korrekt gewihlt ist!).
Fir die Summe gllt al,l/\al/)\bl + a271)\a1/>\b2 + (CLLQ + /\Cll,l)agbl —+ (a/2’2 -+
Aagq)azbs. Wegen A € ay ', andert sich daher nichts.

e Multiplikation mit <

]

LEMMA 8.44: Es sei M ein n X n-System wie in 8.41. Fiir m < n definieren wir
ein System N := (T4, 04,0, "), a,b C {1,... ,n}, #a = #b=m, T, := det M,
wo M, durch Streichen aller Zeilen i ¢ a und aller Spalte j ¢ b entsteht.

Dann gilt: Jede Spaltentransformation U die den von M erzeugten Spaltenmodul
invariant 148t d&ndert auch den von N erzugten Spaltenmodul nicht (analoges gilt
auch fiir den Zeilenmodul).

Jede Transformation von M kann aus Elementartransformationen zusam-
mengesetzt werden:

(1) Vertauschen zweier Spalten
(2) Skalieren einer Spalte
(3) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen.

Vertauschen von 2 Spalten (4, 7) fithrt zur paarweisen Vertauschung von allen Spalten
von N die genau einen Index enthalten. Spalten von N die weder ¢ noch j enthalten
dandern sich gar nicht, Spalten die beide enthalten &ndern ihr Vorzeichen.

Skalieren einer Spalte ¢ (d.h. a; — Aa;, M;; — AM;,; (1 < j <n)) skaliert in N alle
Spalten die ¢ enthalten.

Die 3. Transformation geht analog: T, , mit 4, j ¢ a bleiben invariant, i, j ¢ a blei-
ben ebenfalls invariant. (In beiden Fallen ist die Transformationen eine Elementar-
transformation fiir M, ; mit den entsprechenden Idealen a;, [ € a). Andernfalls gilt
Top — Top + N\ giyugiye was eine giiltige Transformation fiir den groflen Modul
darstellt. O
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SATZ 8.45: Die Ideale d; aus 8.41 sind eindeutig bestimmt. Es gilt H;Zl 0, =
Y ab o651 T, p mit T, wie oben.

Nach 8.43 ist die Summe (= ggT) eine Modul-Invariante. Nach 8.44 lassen
alle Transformationen die in 8.41 passieren den Modul N invariant, also auch die
Summe. O]

Alternativ konnen wir die Eindeutigkeit auch so zeigen: Es sei M/N = & | R/0; =
@O R/¢; mit 9y |02 | -+ |0, und ¢ | ¢a | --- | ¢y Wegen 0, = Ann(M/N) = ¢,
folgt 9, = ¢ Also gilt (M/N)/(0,...,1)0, = & 'R/0; = ©"'R/c;. Induktiv
folgt nun die Eindeutigkeit.

SATZ 8.46: R/b = a/ab fiir b ganz und a beliebig.

Zunéachst sei a ebenfalls ganz.

Wir zeigen: Rb = a/ab mittels z — zr. Nach 8.26 existiert ein r € K mit v,(r) =
vp(a) fir vy(a) # 0, = 0 fiir alle Primideale die b aber nicht a teilen und > 0
sonst. Damit folgt Rr C a und die Abbildung ist wohldefiniert. rx € ab <=

vy(rz) > vp(a) + vy(b) also x € b.

Nun die Surjektivitét: Es sei y € a/ab gegeben. Mit dem Approximationssatz finden
wir ein z mit v,(2) = wvy(ab) bzw. v,(2) = v,(r) sonst. Dann gilt y + 2 = y und
(y + z/r) ist ganz.

Finde z = 0 mod ab und 2z = y mod ¢ wo ¢ := (r) ggT((r),ab)"!. Dann gilt y —2 = y
und (y — z)/r ist ganz.

Es sei nun a beliebig. Dann gibt es a € R mit aa C R. Dann gilt R/b = aa/aab =
a/ab mittels a = aa. O

DEFINITION 8.47: Es sei R ein Dedekind Ring, L/Q(R) eine endliche Kérperer-
weiterung und S := CI(R,L). Fiir ein ganzes Ideal a von S definieren wir
Nijqgr)(a) = ord(S/a) als die Relativnorm von a.

BEMERKUNG 8.48: (1) Es gilt Ng/g(a) = N(a)Z fir Erweiterungen K von Q.

(2) Nrjgm(ab) = Nijom)(@)Nijgm)(b), denn Npjgr(a) = duds', Nijgmr)(b) =
dydg", und Niqr)(ab) = dgedg®. Nach 8.46 folgt a/ab =2 S/b, also dgpd;*
ord(a/ba) = ord(S/b) = dydg'. Nun gilt Np ) (ab) = dwds' = dudydy® =
Nrjo) (@) Nrjqum)(b).
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3. Klassengruppe

In diesem Kapitel sei F' stets ein algebraischer Zahlkorper. Die Gruppe der ge-
brochenen Ideale von Zr = CI(Z, F') bezeichnen wir mit [, die der gebrochenen
Hauptideale mit Pp. Die Faktorgruppe Ir/Pr := Clg heifit die Klassengruppe von
F. Thre Ordnung #Ir/Pp ist die Klassenzahl hr von F'.

Fiir einen Modul 3% wia; =t M C F/K ist d(M) = det(Tr(ww;));; [17; aF die
sog. Moduldiskriminante. Analog zu der Bemerkung nach Definition 3.22 folgt, dass
die Diskriminante modulo Quadraten (von Hauptidealen) eindeutig bestimmt ist.

Nach Blatt 8 sind Zp und jedes Ideal a freie Z-Moduln vom Rang n = [F' : Q]. Mit
d(Zr) bzw. d(a) bezeichnen wir einen Erzeuger der Moduldiskriminante d(Zg) bzw.
d(a).

Wie in Blatt 11 fixieren wir das folgende: Es gelte F' = Q(«) mit f(a) = 0 fiir ein
normiertes irreduzibles f € Z[z]. In C gilt f = [[(z — o). Dann ist ()@ : k —
C: Z?zl rjozj_l — Z;‘Zl rj(a(i))j_l ein Korpermonomorphismus. Wir fixieren eine

Sortierung der Nullstellen. Wir nehmen an, da o™, ..., (™) € R und o) =

C_V(TH_TTH), e alritr2) — Fr+2r2) c ¢ \ R gelte.

Es sel nun wy, ..., w, eine Z-Basis von Zp. Wir definieren ¥ : Zp — R" mittels
w? o 1<i<n

W; — (bi,j)j = ( %wi@) (&1 <j S (&1 +T2)j
Sl

. . 1 4 1 4
Mit Q := (V(wy),...,¥(w,)) und T := diag(I,,, TN EEEEY ) folgt

d(Zr)?* = (TQ)Y(QT). Fiir das von den Spalten von 2 aufgespannte Gitter A folgt
daher d3 = 2?2d(Zrp).

LEMMA 8.49: Seien A € RZ° n € N und r, s € Z2° mit n = r + 2s. Dann ist die
Menge

Crs(N) == {x eR"

T S
Z |zi| + QZ xzz—i-r + xz?+r+s < A}
i=1 i=1

konvex, kompakt und ursprungssymmetrisch. Es gilt

Vol(C,.(A)) = A”i: (g) |

Zu zeigen ist nur die Aussage iiber das Volumen. Wegen C, (X)) = X-C,. 5(1)
gilt
Vol(C;.5(N)) = A" Vol(C;.5(1)).

Fiir r > 0 und r — 1 4+ 2s > 0 erhélt man aus dem Prinzip von Cavalieri

Vol(C, 5(1)) = /_11 Vol(Cy—1 (1 — |z|)) do = 2/01 Vol(Cy—1 (1 — 2)) dx

= 2VOl(C,,(1) | 1)t e — ivouc,n_mu)).
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Trivialerweise gelten Vol(C' (1)) = 2 und Vol(Cy,1 (1)) = 7. Ist s > 1, so folgt durch

Ubergang zu Polarkoordinaten
151:// (Coai(1 — 2¢/2% + y?)) da d
Vol(Co,(1)) o Vol(Couna(L = 2y/a+42)) da dy

= 27r/5 r - Vol(Cps—1(1 —2r)) dr
0
1

= 27 Vol(Coe (1)) [ (1= 202D ar
0

7 Vol(Coe—1(1))
2 (25)(25s—1)

1
1

Damit ergibt sich
Vol(C,.5(N)) = A" Vol(C,4(1))

2 2
= \N'—.....— Vol 1
)\n n—r—i—lvo(co’s( )
B )\nQT(n—r)! <7T)s_1 2 m
B n! 2 (2s)! 4

= (”)
n! \ 2

SATZ 8.50: Sei a ein Ideal # {0} in Zp. Dann enthélt a ein Element o # 0 mit

() N@iazel

™

]

N@) < &

n’I’L

U(a) (¥ wie oben (Blatt 11)) ist ein n—dimensionales Gitter im R”, und
es gilt
1
d(¥(a)) = 5 N(a)y/|d(Zr)].
Bestimme nun A € R>% mit

o <4> N(a)y/|d(Zr)]

™

= Vol(C,, ,(A)) = 2"d(V¥(a)) nach Lemma 8.49. Geméf dem Minkowskischen Git-
terpunktsatz enthélt C,, ,,()\) einen nicht-trivialen Gitterpunkt x € W(a). Setze
x = U(z). Aus der Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem
Mittel folgt dann

n

T1

o leOl+2 > ]

=1 i=rq+1
i—r1=1mod2

" A
Z \/xz2 +ai, | < n

i=r1+1
i—r]=1mod2

=
8
T
I
T~
—
EX
~
E
A
S|

71
=1

S|

= Behauptung. O
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SATz 8.51: Jede Idealklasse von Ir/Pr enthélt ein Ideal a in Zp mit

N < 2 (2)" la@e) = M.

Mp heifit die Minkowski-Konstante von F.

Sei C' eine beliebige Idealklasse von I/ Pr. Wéhle ein ganzes Ideal ¢ aus
der inversen Klasse C~! sowie z € ¢ mit

Nl < 2 (3) Mo laz)

= x-Zpr C ¢ = es existiert ein ganzes Ideal a € [r mit - Zp =a-¢c = ae€ (C =
Behauptung wegen |N(z)| = N(a) - N(c). O

KOROLLAR 8.52: hp < 0.

In Zp existieren nur endlich viele Ideale a mit N(a) < Mp. O

KOROLLAR 8.53:

n" mw

|d(ZF)| > i) >1
Wir betrachten nun F := Q(v/5). Wie wir auf Blatt 8 gesehen haben gilt Zp =

7 + 7(1 ++/5)/2, daher folgt d(Zp) = 5. Wegen Mp = 2/4y/5 < 2 folgt hp = 1.

Fiir F' := Q(v/—=5) erhalten wir Zr = Z[y/—5] und daher d(Zr) = 20 (eigentlich
—20). Also erhalten wir Mp = %%2\/3 = 2.847... < 3. Die Klassengruppe wird also
von Idealen a mit N(a) < 2 erzeugt, speziell reicht es also Primideal mit N(p) < 3
zu betrachten. Nach Blatt 14 reicht es die Primideale iiber der 2 zu betrachten.
Nach Blatt 13 ist p := 2Zp + (1 + v/=5)Fp ein Primideal der Norm 2 welches kein
Hauptideal ist. Es gilt p? = 4Zp + (=4 + 2¢/=5)Zp = 2Zp, also ist p das einzige
Ideal mit Norm < 3 und p hat Ordnung 2, Clp = (pPr) = Cs.




ANHANG A

Ubungszettel

1. Ubung zur Algebra II

(1) (4 Punkte) Sortieren. Eine riesige Datei (konstanter Satzldange) soll sortiert wer-
den. In einem ersten Durchlauf wurden die Schliissel sortiert. Ergebnis: Eine
Funktion F' : N,, — N, so, da} F(1) die Position des 1. Datensatzes angibt,
F(2) die des 2. u.s.w. Im zweiten Durchlauf soll nun die Datei selber sortiert
werden, dazu wird folgendes Programm benutzt:

for i:=1 to n do
if not F(i)=1i then
j o= 1;
T := Data(j);
repeat
k := F(j);
Data(j) := Data(k);
F(3) = j;
j = k;
until F(j)=1;
Data(j) :=T;
F(j) = 3j;
end if;
end do;

(a) Was hat das mit Gruppentheorie zu tun?
(b) Warum funktioniert der Algorithmus?
(2) (4 Punkte) Berechne:

(a)

(123 4567 89 10 11 12
T™= 28911 5641231 7 1

als Produkt von Transpositionen und als Produkt disjunkter Zykeln;
(b) die Produkte (1,3,2)(2,4,6,8), (1,2)(4,5,6,3)(3,4)(5,6,3);
(c) die Inversen von (3,1,2)(4,6,5), (1,6,5)(4,3,2,6,1);
(d) die Konjugierten mor ! fir 7 = (2,3)(3,4), 0 = (1,2,3) sowie 7
(1,3)(2,4,1) und 0 = (1,2,3,4,5).
(3) (6 Punkte)

(a) Bestimme alle Untergruppen von A,. Welche sind Normalteiler?
(b) Bestimme alle Normalreihen von Ss.

(c) Bestimme eine Normalreihe von Ay.

(4) (6 Punkte) Zeige: Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer
einfachen Gruppe.

103
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2. Ubung zur Algebra II

(1) (6 Punkte) Es sei K/k eine Korpererweiterung, I'/k eine normale Hiille und
Aut(T'/k) O G(K/k) ={0; | 1 <i < [K : k]}. Auf K[t] definieren wir N(f) :=
[, oi(f) mit n:= [K : k] und o;(f) = 0;(3 a;t?) := Y 0i(a;)t’. Dann gilt:

(a) N : K[t] — k[t]

(b) Fiir g € k[t] gilt N(g) = g™

(c) Ist f € K[t] irreduzibel, so gilt N(f) = ¢’ mit g € k[t] irreduzibel.

(d) Es sei f € K[t] mit N(f) =: g quadratfrei. In k[t] gelte ¢ = []g; mit
g; € klt] irreduzibel. Dann folgt f = [TgeT(f, g;), wobei der ggT in K|[t]
gebildet wird und ggT(f, g;) in K[t] irreduzibel ist.

(e) Essei K = k[a] und f € K[t]. Dann gibt es nur endlich viele s € k so, da8
N(f(t+ sa)) nicht quadratfrei ist.

(2) (6 Punkte) Es sei L/K/k ein Korperturm, I'/k normal mit L CI'. N : K[t] —
k[t] sei wie in der letzten Aufgabe definiert. Ferner sei L = K[5], K = kla].
Elemente aus K werden wir als Polynome in k[t] schreiben: K 5 x = f(«) mit
a € k[t]. Ferner sei F' € K[t] das Minimalpolynom von . Wir nehmen an, da8
N(F) quadratfrei ist. Dann gelten:

(a) Im Folgenden nehmen wir N(F) quadratfrei an. Wenn wir F' € ko, t]
schreiben so gilt ggT(F (¢, 3), ma(t)) = at + b mit 0 # a, b € k.

(b) Falls N(F) quadratfrei ist, so folgt L = k[5]. Wie sieht die Darstellung
von « in k[f] aus?

(c) Warum ist dies eine konstruktive Variante des Satzes vom primitiven Ele-
ment? (In Charakteristik 0)

)

(3) (4 Punkte) D(t) = det((SH,ij(t))lSi’an) fir t = (tl, Ce ,tn

(4) (4 Punkte) Es sei t := (ty,...,t,). Wir definieren 7 : K(t) — K(t) : f(t) —
f(tepy, - - s tepy) fiir m € S, Dann gilt:

Fiir M := Fix(S,, K(t)) gilt M = K(c¢) mit ¢ := (01,... ,04)

)
)
) K(t)/M ist Zerfillungskorper von f := Y% (—1)c;2"
) G(K (1)/M) = 8,

Q

3. Ubung zur Algebra II

(1) (4 Punkte)
(a) Finde einen vollkommenen Kérper der echt groler als C ist.
(b) Finde einen vollkommenen Koérper der echt groBer als R ist und C nicht
enthilt.
(c) Finde einen Korper K und eine inseparable Erweiterung von Grad 12 iiber
K.
(d) Finde je einen Koérper K der unendlich viele verschiedene Teilkorper besitzt
mit y(K) = 0 und mit x(K) = p.
(2) (4 Punkte) Es sei L/K endlich algebraisch. Dann gilt:
(a) L vollkommen = K vollkommen.
(b) K vollkommen = L vollkommen.
(3) (4 Punkte) Es sei M/Q mit [M : Q] = 2 gegeben.
(a) Es gibt ein @ € M mit a® € Q und M = Q(a).
(b) Gilt M = Q(a) = Q(b) mit a?, v* € Q, so folgt (a/b)* € Q.
(4) (4 Punkte) Es sei K := Q(v/2) und L := K (1/5). Berechne
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(a) Aut(L/K)
(b) G := Aut(L/Q)
(c) alle Untergruppen von G
(d) alle Teilkorper von L
(5) (4 Punkte) Es sei K :=F, ein Kérper mit p Elementen. s und ¢ seien unabhéngi-
ge transzendente Elemente, L := F,(s?, 7).
(a) M :=T,(s,t) ist rein inseparabel iiber L mit [M : L] =
(b) Fur Jedes rx€ M\ Lgilt: [L(z): L] =p
(c) Es gibt unendlich viele Teilkorper zwischen L und M
(d) Warum klappt das fiir Q(v/2,v/5) nicht?

4. Ubung zur Algebra II

(1) (4 Punkte) Es sei M/L/K ein endlicher Kérperturm.
(a) Falls M /K normal ist, so auch M/L.
(b) Finde M, L und K mit M /L normal, L /K normal und M /K nicht normal.
(¢) Finde M, L und K mit M/K normal und L/K nicht normal.
(2) (6 Punkte) Es sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann ist L ein K-
Vekorraum der Dimension n := [L : K|. Fiir a € L definieren wir ¢, : L — L :
x — ax die ,Multiplikation mit a“-Abbildung. Zeige:
(a) ¢4 ist ein Vektorraumendomorphismus. Fiir o # 0 sogar ein Automorphis-
mus.
(b) L — End(L) : a — ¢, ist K-linear, ferner gilt ¢o¢p = das-
(c) Es sei m, das Minimalpolynom von « iiber K, f das charakteristische
Polynom von ¢, und M das Minimalpolynom von ¢,. Dann gilt m, = M,
f = M"mit | € N geeignet.
(d) Fiir eine beliebige Basis by, ..., b, von L entspreche ¢, der Matrix M,,.
Dann gilt: det(M,) = N (), Tr(My) = £Trp k(o)
M, heifit eine Darstellungsmatrix fiir a.
(3) (4 Punkte) Es sei M/L/K ein endlicher Kérperturm sowie x € M. Zeige:
(a) NM/K(fE) = NL/KNM/L(x)
(b) TI'M/K(QT) = TI'L/KTI'M/L(ZL‘)
(c) Wie kann dieses an den Darstellungsmatrizen abgelesen werden?
(4) (6 Punkte) Es sei K := Q(v/3,v5) und L := Q(+/3). Fiir a := 1 + /15 und
6= V3 + /5 berechne:
(a) Nxjo(a), Niso(@), Nijo(B), Niyr(B)
(b) masq, Mg
(c) Finde jeweils ein Element mit Nk q(x) = 1 und Trg/q(y) = 0.

5. Ubung zur Algebra II

(1) (4 Punkte) (Galoisgruppen operieren transitiv auf den Nullstellen) Es sei f €
K[t] irreduzibel, separabel und I'/K ein Zerfallungskorper. Uber T' gelte: f =
C(f)TTy(t — y). Flir 1 < 4,5 < n gibt es dann 0 € G(I'/K) mit o(a;) =

(2) (4 Punkte) Es sei f € K|[t] separabel, irreduzibel vom Grad 4. Die Nullstellen
aq, ..., ag € I' seien fixiert. Gibt es ein f so, daB (v, ae), (g, ay)) < Sy eine
Darstellung fiir G(f) ist?
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(3) (4 Punkte) Es sei M/K eine einfache Korpererweiterung, I'/ K eine (minimale)
normale Hiille, G := G(I'/K) und Gy := {0 € G | o(z) = x Vx € M }. Gegeben
sei die Operation von G auf den Konjugierten eines primitiven Elementes und
eine Darstellung von G' (und G;) als Permutationsgruppe. Lassen sich mit die-
sen Angaben alle Zwischenkorper M/L/K berechnen? (Wenn iiber die Gruppe
salles“ bekannt ist). Wenn ja, wie?

(4) (4 Punkte) Berechne G(z* + 1/Q).

(5) Es sei K/Q endlich, algebraisch mit K = Q(«), f(«) = 0, f € Z[t] normiert
und irreduzibel.

(a) R := Z|a] ist dann eine unitidre Ring-Erweiterung von Z.

(b) Es sei (p) ein Primideal in Z und F, = Z/(p) der Zugehorige Restklas-
senkorper. R/pR ist dann ein F, Vektorraum. Es gilt R/pR = [, R;
wobei R; = T, [t]/fI'F,[t] gilt und die f; € F,[t] irreduzibel sind. (Chinesi-
scher Restsatz)

(c) Fiir Ideale P; := (p, fi()) von R gilt R/P;, = R;. Fiir [; = 1 ist P, maximal.

(d) Falls K/Q Galoissch ist, operiert G(K/Q) transitiv auf den P;.

6. Ubung zur Algebra II

(1) (4 Punkte) Es sei M ein R-Modul.

(a) R[1]ist ein unitdrer Ring. Die kanonische Einbettung R — R[1] ist injektiv.
(b) M ist (kanonisch) ein R[1] Modul.

(2) (4 Punkte) Es sei R unitdr und M ein R-Modul (nicht notwendig unitér). Dann
gilt M = My + My mit Teilmoduln M; := {m € M | Im = m} und M, := {m |
Rm = 0}. Ferner ist die Summe direkt.

(3) (4 Punkte) Es sei M ein R-Modul und R Integritatsring. Dann ist M als Quotient
eines freien Moduls darstellbar.

(4) (4 Punkte) Es sei K ein Korper, V := K" und ¢ € Endg (V). Dann ist V' ein
K [z]-Torsionsmodul mittels f(z)m := f(¢)[m]. Ist V ein Quotient von K[x]"?

(5) (4 Punkte) Beweise je eine Aussage von 5.3 und 5.6 der Vorlesung,.

7. Ubung zur Algebra II

Fiir alle Aufgaben sei R ein unitarer kommutativer Ring, M und N seien R-Moduln.
Weitere Einschrankungen je nach Aufgabe.

(1) (2 Punkte) M und N seien endlich erzeugte freie R-Moduln, dann gilt: Homg (M, N) =
M®N
(2) (4 Punkte) Es seien G und G’ endlich erzeugte abelsche Gruppen (also Z-
Moduln).
(a) Fir G = (a), G' = (b) gilt G ® G' = (¢) mit ord(c) = ggT(ord(a),ord(b)).
Wobei wir ggT (00, a) = a annehmen.
(b) Berechne G®G’ (mit Hilfe des Hauptsatzes tiber endlich erzeugte Abelsche
Gruppen und Teil a).
(3) (4 Punkte) Zeige die Eindeutigkeit (bis auf Isomorphie) in Satz 5.18.
(4) (4 Punkte)

(a) Es sei 0 — M L, N cine exakte Sequenz. Dies ist dquivalent dazu, dafl f
injektiv ist. Ferner ist M isomorph zu einem Teilmodul von N.
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(b) Bs sei M % N — 0 exakt. Dies ist dquivalent dazu, daB g surjektiv ist.
Ferner ist NV isomorph zu einem Faktormodul von M.
(5) (4 Punkte) Es gelte 2 € R*, M sei frei mit endlicher Basis und ¢ : M @ M —
M®M :m®n+— n®m. Ferner sei S := ker(¢) — Id) und A := ker(¢) + 1d).
(a) Zeige M @M =S + A
(b) Sind A und S frei? Wenn ja, gib jeweils Basen an.
¢) Fiir jede symmetrische bilineare Abbildung ¢ : M x M — N (d.h. ¢(z,y) =
d(y,x)) gibt es genau ein ¢ € Homp(M @ M, N) mit ¢p(a ® b+ b® a) =
2¢(a,b) Ya,b € M.
(6) (2 Punkte) Beweise Satz 5.26 mit Hilfe von 5.19.

8. Ubung zur Algebra II

(1) (16 Punkte) Es sei K = Q(«) ein Zahlkorper, a ist Nullstelle eines normierten ir-
reduziblen Polynoms f € Z[t]. Zx :={f € K | 3g € Z[t] : g(B) = 0 g normiert}.
Ziel: Zy ist ein freier Z-Modul vom Rang n.

(a) Fiir jedes § € Z ist Z[f] ein endlich erzeugter Z-Modul.

(b) Fiir 8, v € Zg ist Z[3,~] ebenfalls endlich erzeugter Z-Modul.

(¢) Z ist ein Ring.

(d) Essei M C K ein freier Z-Modul vom Rang n mit Basis by, ..., b,. Dann

ist (b;); eine Q-Basis fiir K.

(e) Fiir einen freien Z-Modul M C Zg vom Rang n mit Basis (b;); gilt
d(by,...,b,) € Z. (Wobei d(by, ... ,b,) = det((Tr(b;b;)); ;) die Diskrimi-
nante der Basis ist.)

(f) Esseien M C N C K freie Z-Moduln vom Rang n mit Basis (b;); bzw. (¢;);.
Dann gilt d(cy, ... ,¢,)|d(by, ... ,by). Ferner gilt: d(by, ... ,b,)/d(by,...  b,) =
(N : M)~

(g) Zk ist tiber Z frei vom Rang n.

(h) Jedes Ideal a # 0 von Zg ist ein Z-Modul vom Rang n

(2) (4 Punkte) Berechne Zg, 5 und Zg ).

9. Ubung zur Algebra II

(1) (5 Punkte)
(a) Es seien M, M', N R-Moduln, und «, § € Homg(M,M’). o*, §* :
Hompg(M’', N) — Hompg(M, N) seien wie in der Vorlesung definiert. Dann
gilt a* + % = (o + B)*.
(b) Es seien M, M’, M"”, N R-Moduln, und o € Homgr(M', M") und § €
Hompg (M, M"). a*, B* seien wie in der Vorlesung definiert. Dann gilt (a3)* =
G*ar.
(2) (5 Punkte) Zeige die Aussage iiber die Surjektivitat in Lemma 6.4.
(3) (5 Punkte) Finde 3 verschiedene Cy-Erweiterungen von Q.
(4) (5 Punkte) Finde 3 verschiedene Cj-Erweiterungen von Q. Hier ist es nicht notig
ein Polynom anzugeben, es reicht die Korper eindeutig zu charakterisieren.
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10. Ubung zur Algebra II

(1) (5 Punkte) Es seien N, E Gruppen und « : F — AutN ein Antihomomorphis-
mus. Auf E' x N definieren wir die Operation (a,z) * (b, y) := (ab, a(b)[x]y)
(a) (a,2) * (1,1) = (1,1) * (a, 2)
(b) * ist assoziativ
(c) (E X N,x) =: E x, N =: G ist eine Gruppe
(d) E=(E,1) und N = (1,N)
(e) 1—>N—>G—>E—>1istexakt
(f) Bestimme (ein) 7 sowie das zugehorige A fir diese Gruppenerweiterung,.
(2) (5 Punkte) Es sei 1 = N — G — E — 1 eine zerfallende Erweiterung. Zeige:
G = N x, E fiir ein passendes o : E — AutN.
(3) (5 Punkte) Es sei G eine Gruppe und N < G sowie E < G Normalteiler mit
NNE={1} und G = NE. Bestimme o : £ — AutN mit G = N x, E.
(4) (5 Punkte) Fiir E = N = Cy gilt H*(E, N) = C,. Andererseits ist 1 — Cy —
G — Cy — 1 exakt fir G = Cy und G = V. Gilt 12 = C,?

11. Ubung zur Algebra II

(1) (4 Punkte) Hilbert 90, Teil2: Es sei K/k eine normale Korpererweiterung und
G := G(K/k) die Galoisgruppe.
(a) Zeige: KT ist ein G-Modul.
(b) Zeige: HY(G,KT) =0
(c) Angenommen, G = (g) und Trg/i(x) = 0. Dann gibt es ein y € K mit
k=y—g(y).
(2) (4 Punkte) Es sei Q(z,vy, 2) := 222 + 2xy + 222 + 2y* + 2yz + 22 (das Beispiel
aus der Vorlesung). Berechne alle z € Z® mit Q(z) < 2.
(3) (4 Punkte) Es sei A C R" ein Gitter vom Rang n mit Basis by, ..., b,. Die
Matrix G := (blb;); ; heiBt Gram-Matrix zu A.
(a) Ein Gitter heifit ganz (engl. integral lattice), falls G € Z"*™ gilt. Finde ein
ganzes Gitter A C Q* der Dimension 4 mit A ¢ Z*
(b) Kann es ein ganzes Gitter A C Z!, A C Q' geben mit [ < 47
(4) (4 Punkte) Es sei k/Q ein Zahlkérper vom Grad n und Zj, der Ring der algebra-
isch ganzen Zahlen von k. Es gelte k = Q(«) mit f(a) = 0 fiir ein normiertes
irreduzibles f € Z[z].
(a) InC gilt f = [[(z—a®). Zeige: ()@ : k — C : S el e 3 7i(a®)i—1
ist ein Kérpermonomorphismus.
(b) Wir fixieren eine Sortierung der Nullstellen. Wir nehmen an, dass o

al™ € R und o1+ = glritretl) - gntr2) — g(nt2r2) ¢ C\ R gelte.
Es sel nun wy, ..., w, eine Z-Basis von Z;. Wir definieren b; € R" mittels
Wz‘(J) 1<j<n

bij = VZRw r<j<ri+r
V23wl )

Zeige: Das Gitter Ay welches von by, ..., b, erzeugt wird ist als Z-Modul
isomorph zu Zj.

(¢) Ty : k— R:pw— X", |u?|? entspricht der Lingenfunktion von Ay

(d) Aus der Analysis wird die Ungleichung zwischen geometrischem und arith-
metischem Mittel als bekannt vorausgesetzt: {/I[", x; < %Z?:l x; fiir
x; > 0. Zeige: der kiirzeste Vektor in A \ {0} hat Lénge n.
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(5) (4 Punkte)
(a) Zeige Hilfssatz 5.47
(b) Finde Gitter A, C R? so, daf} sie von Elementen der Linge > 1 erzeugt
werden und (nicht triviale) Elemente der Linge < 1/n enthalten.

12. Ubung zur Algebra II

(V3/2)t =i

(1) Sei B;; :=<0 j<i, (1 <i<n)und Ay das Gitter, welches von
1/2(v/3/2)"""  sonst
den ersten k Spalten by, ..., by von (5;;);; € R™™ aufgespannt wird. Zeige:

(a) by,..., by ist eine LLL-Basis von Ay.
(b) Fiir k > 2 gilt min Ay, = (v/3/2)*2. (Hinweis: betrachte by, — b_.)
(2) Sei A C R? ein 2-dimensionales Gitter. Wieviele Vektoren minimaler Léinge kann
es geben?
(3) Paarreduktion Zwei Vektoren a,b € R™ heissen Paarreduziert, falls ||a|| < ||b]|
und |a’b] < 1/2||a||* gilt.
(a) Seien a,b € R" unabhingig. Betrachte folgendes Verfahren:
e Falls ||al| > ||b]|, so vertausche a und b.
e Ersetze b durch b — [a'b/||al|*]a. (|r] € ZN]r — 1/2,7 + 1/2])
e Wiederhole die beiden Schritte, bis sich nichts mehr dndert.
Dann sind a, b paarreduziert (und erzeugen das selbe Gitter wie die Start-
vektoren).
(b) Paarreduzierte Vektoren sind LLL reduziert.
(4) Sei A C R™ ein n-dimensionales Gitter.
(a) Es gibt eine Grammatrix (g;;);; fir A mit g;1 < goo < -+ < gp, und
|9i5] < 1/2g;; fir i < .
(b) Sei n = 3. Wieviele Vektoren minimaler Linge kann es maximal geben?
(5) Sei A C R™ ein n-dimensionales Gitter mit ganzzahliger Grammatrix. Wir defi-
nieren ein duales Gitter A# als A* := {z € R" | 2'A C Z}
(a) A C A#
(b) (A% : A) = d(A)
(¢) Finde eine Abschitzung fiir das 1. Minimum von A# in Abhiingigkeit von
A.

13. Ubung zur Algebra II

(1) Beweise 8.1.(2) und 8.1.(3). Uberlege genau, fiir welche Indexmengen die Aus-
sagen stimmen. (endlich, abzdhlbar, grof})
(2) Es sei F, ein endlicher Korper. Zeige: F,[x] ist ein Dedekind Ring.
(3) Es seien a, b ganze Ideale von einem Dedekindring R. N(a) := #R/a ist die
Norm von a.
(a) a/ab = R/b.
(b) 1 - R/b — R/ab — R/a — 1 ist exakt.
() N(ab) = N(a)N(b)
(d) Fiir a € R gilt [N(a)| = N(aR), falls R C K, K ein Zahlkorper und N(a)
die gewohnliche Norm bedeutet.
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(e) N(a) €a
(4) Es sei R ein Dedekindring in einem Zahlkoérper und a ein Ideal. Zeige: a ist genau
dann ein Hauptideal, wenn es ein a € a mit |[N(a)| = N(a) gibt.
(5) Es sei R :=Z[/=5], a:=2R+ (1 +/=5)R. Zeige:
(a) N(a) =2
(b) a ist kein Hauptideal.
(c) a ist Primideal.

14. Ubung zur Algebra II

(1) (5 Punkte) Beweise Korollar 8.34
(2) (4 Punkte) Finde einen endlich erzeugten, nicht freien, torsionsfreien Modul vom
Rang > 1 iiber einem Dedekind Ring R.
(3) (5 Punkte) Es sei a = aR + R ein Ideal in einem Dedekind Ring R («, €
Q(R)). Dann gilt a” = a"R + "R fiir n € N.
(4) (6 Punkte) Es sei K/k eine Zahlkorpererweiterung und R := Zj, S := Zg der
ganze Abschluss von Z in k bzw. K.
(a) Es sei p ein Primideal in S. Dann ist p N k ein Primideal in R
(b) Es sei k = Q und p ein Primideal in S. Dann gilt minp \ {0} NN = p, (p
Primzahl in Z)
() pS = TT_y vt
(d) Voraussetzung wie oben. Dann ist N(p;) = p’t wo f; € N und p eine
Primzahl in Z bedeutet.
(e) n=(K:k)=3i e
(f) Es gibt nur endlich viele ganze Ideale beschriankter Norm.
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